
 

 

 

 

 

 

 

 

Mester László 

 

 

 

 

Szemcsés anyagok új fizikai-mechanikai 

elmélete 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2009 

 

 



 - 2 - 

 

 

Tartalomjegyz®k 

 

 

Bevezet®séééééééééééééééééééééééééééé..3 

A szemcs®s anyag, mint k¿lºn halmaz§llapotéééééééééééééé..4 

 A szemcs®s anyag halmaz§llapotokkal ºsszef¿ggŖ tulajdons§gaiéééé...6 

 A szemcs®s anyag, mint anyagi §llapotéé.éééééééééééé.10 

Koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagok fizikai-mechanikai alaptºrv®nyeiéééé...13 

I.  tºrv®nyééééé..éé..ééééééééééééééééé14 

II.   tºrv®nyééééé..éé..ééééééééééééééééé14 

III.   tºrv®nyééééé..éé..ééééééééééééééééé16 

IV.   tºrv®nyééééé..éé..ééééééééééééééééé23 

Fesz¿lts®gek a koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagokbanéééééééééé...25 

Akt²v fesz¿lts®gi §llapotééééééééééééééééééééé.....30 

 Az akt²v fesz¿lts®gi §llapot kialakul§saééééééééééééé.....30 

 F¿ggŖleges t§mfalra hat· nyom§séééééééééééééééé..35 

Boltozatk®pzŖd®s szemcs®s anyagokbanééééééééééééééé....38 

 A boltozat kialakul§s§nak felt®teleéééééééééééééééé.38 

 A kifoly§s jellegeéééééééééééééééééééééé....43 

 A boltozat kialakul§s§nak mechanizmusaééééééééééééé..45 

 A bolt²v geometriai egyenleteéééééééééééééééééé.46 

 A garatm®retez®s elveééééééééééééééééééééé.48 

 K²s®rleti eredm®nyekééééééééééééééééééééé..51 

Fesz¿lts®gek a koh®zi·s szemcs®s anyagokbanééééééééééééé..53 

 Oldalnyom§séééééééééééééééééééééééé...53 

 Szabad r®zsŤ hajl§sszºgeééééééééééééééééééé....57 

 Akt²v fesz¿lts®gi §llapotéééééééééééééééééééé.62 

¥sszefoglal§séééééééééééééééééééééééééé...67 

Felhaszn§lt irodalomééééééééééééééééééééééé...71 

 



 - 3 - 

 

 

 

 

 

Bevezetés 

 

 

 

 

A szemcs®s anyagok fizikai-mechanikai elm®leti kutat§s§t a XVIII. sz§zad ·ta 

Coulomb, majd Rankine munk§ja nyom§n az jellemzi, hogy a szil§rd testekre 

levezetett fesz¿lts®ganal²zis m·dszer®t alkalmazz§k. M§sok a viszk·zus folyad®kok 

hasonl·s§gait v®lik megtal§lni a szemcs®s anyagokban ®s azok tºrv®nyszerŤs®geivel 

²rj§k le az anyag fizikai viselked®s®t. V®lem®nyem szerint kontinuumokra levezetett 

t®telek tºbbs®ge a szil§rd, elk¿lºn¿lt szemcs®kbŖl §ll· halmazra nem alkalmazhat·. 

Kiindul§sk®nt csak olyan term®szeti tºrv®nyek vehetŖk figyelembe, melyek az 

egyetemes anyagra egyar§nt ®rv®nyesek. 

 

Jelen munka ï szak²tva az eddigi szeml®letm·ddal ï ¼j n®zŖpontb·l k²v§nja 

megragadni a szemcs®s anyagok fizikai-mechanikai ºsszef¿gg®s®t. EbbŖl 

kºvetkezik, hogy nem tŤzte ki c®lul a t®makºrben sz¿letett elm®letek kritikai 

elemz®s®t, hiszen azokt·l f¿ggetlen¿l ker¿lt sor az ¼j alapok meghat§roz§s§ra. A 

kontinuum szeml®lettel ellent®tben az egyes szemcs®k egyens¼lyi helyzet®t, illetve 

mozg§si §llapot§t vizsg§lva egyszerŤ k²s®rletekre, valamint a newtoni tºrv®nyekre ®s 

egy tapasztalati tºrv®nyre, a s¼rl·d§s tºrv®ny®re ®p¿l ez az ¼j elm®let. 
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A szemcsés anyag, mint külön halmazállapot 

 

 

 

 

 

A term®szetben elŖfordul· anyagok fizikai megjelen®si form§i igen v§ltozatosak. A 

Fºld felsz²n®nek legnagyobb r®sz®t ·ce§nok, tengerek, tavak bor²tj§k, azaz vizek. A 

sz§razfºld v§ltozatosabb: szikl§s hegygerinceket, lank§s talajjal takart felsz²neket ®s 

homokbuck§s sivatagokat tal§lunk. Helyenk®nt a felsz²nt a t®li hidegben h· vagy j®g 

takarja. A felsz²n felett pedig sz®l f¼j, vagy ®pp sz®lcsend van, azaz a levegŖt 

®rz®kelj¿k. R§nk a nap melege s¿t, ®s tudjuk, hogy a Nap belsej®ben megint m§s 

anyagi §llapot tal§lhat·. A Fºld felsz²n®nek legnagyobb r®sz®t bebor²t· v²z 

megjelen®si form§ja ºnmag§ban is v§ltozatos. Norm§l hŖm®rs®kleten ®s nyom§son 

foly®kony, de a hŖm®rs®klet emelked®s®vel, egyre gyorsabban p§rolog ®s gŖz lesz 

belŖle. Kºd vagy felhŖ keletkezik. A gŖz, ha megfagy ®s kicsap·dik a hidegben, h· 

hullik, szemcs®s anyagg§ halmoz·dik. Ha a h· elolvad, folyad®k keletkezik, mely, 

ha megfagy szil§rd j®gg® fagy. Azaz a v²z elŖfordulhat: folyad®k, gŖz (l®gnemŤ), h· 

(szemcs®s) ®s j®g (szil§rd) §llapotban. Mindegyik form§j§ban m§s-m§s jellemzŖ 

tulajdons§gokkal rendelkezik ®s m§s-m§s tºrv®nyszerŤs®gek szerint viselkedik. 

 

A fizika az anyag fŖbb megjelen®si form§it a halmaz§llapot szerinti csoportos²t§ssal 

v§lasztja el: plazma§llapot, g§z, folyad®k ®s szil§rd halmaz§llapot. Egyes 

anyagfajt§k nem szor²that·k be egyetlen merev halmaz§llapot kateg·ri§j§ba sem, 

mert k®t vagy tºbb §llapot tulajdons§gait is magukon viselik. Ezek az anyagok 

viszont a hasonl· halmaz§llapot¼ anyagtºrv®nyekre visszavezetve ²rhat·k le. A 

szemcs®s anyag az eml²tett n®gy halmaz§llapot egyik®be sem sorolhat·. Az anyag 
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fizikai-mechanikai tulajdons§gai pedig nem teszik lehetŖv®, hogy egy vagy tºbb 

halmaz§llapot fizikai tºrv®nyeivel sikeresen ²rjuk le viselked®s®t. 

 

A szemcs®s anyag olyan nagysz§m¼, egym§ssal ®rintkezŖ szil§rd testek halmaza, 

ahol a szemcs®k ï mint a halmaz alkot· elemei ï a re§ hat· erŖk mellett megtartj§k 

alakjukat ®s a szemcs®k kºzºtt esetlegesen fell®pŖ koh®zi·s erŖ l®nyegesen kisebb, 

mint a szemcs®k belsej®ben hat· ºsszetart· erŖ. 

 

A szemcs®s anyagok ºsszef¿ggŖ fizikai rendszere hi§nyzik, csup§n egyes l®nyeges, 

elsŖsorban talajmechanikai probl®m§k elm®leti feldolgoz§sa ismeretes. Ezen 

k®rd®sek megold§s§ra sok ®s egym§snak ellentmond· eredm®nyre vezetŖ elm®letet 

alkalmaznak, melyek kºzºtt egys®ges fizikai alapokon nyugv· kapcsolat vagy nincs, 

vagy vitathat·. A szemcs®s anyagokkal foglalkoz· mechanikai elm®letek tºbbs®ge a 

szil§rd testekre levezetett fesz¿lts®ganal²zis m·dszer®t alkalmazza, mely m·dszer 

eleve felt®telezi, hogy a szemcs®s anyag szil§rd halmaz§llapot¼ kontinuum. 

 

Van olyan felfog§s, hogy a szemcs®s anyagok a viszk·zus folyad®kok tºrv®nyeivel 

kºzel²thetŖk, viszkoelasztikus vagy elasztoviszkoplasztikus anyagk®nt viselkednek. 

A bonyolult elm®leti megold§sok egyes mechanikai feladatok megold§s§hoz ugyan 

kºzel²tŖ eredm®nyt szolg§ltatnak, de az anyag viselked®s®nek §ltal§nos ®s 

megb²zhat· le²r§s§hoz nem alkalmazhat·k. 

 

A szemcs®s anyagok halmaz§llapoti meg²t®l®se nem egy®rtelmŤ. Ezt t¿krºzi, hogy 

elnevez®se sem egys®ges, p®ld§ul sz·r·d·, porszerŤ, ºmlesztett, szil§rd, szemes, 

szemcs®zett, szemcs®s, dar§s, derc®s stb. anyagnak nevezik. 

 

A szemcs®s anyag fizikai viselked®se ®s tulajdons§gai olyan minŖs®gi elt®r®st 

mutatnak a tºbbi halmaz§llapotban elŖfordul· anyagokt·l, hogy azok kºzºtt ºn§ll· 

kateg·ri§t k®pviselnek. 

 

A szemcs®s anyag idealiz§lt fogalma lehetŖv® teszi az anyag fizikai viselked®s®nek, 

tulajdons§gainak ®s sz§rmaztat§s§nak egyszerŤs²tett magyar§zat§t, hasonl·an a 

tºk®letes g§zok, ide§lis folyad®kok ®s krist§lyos szil§rd anyagok eset®ben 

alkalmazott felt®telez®sekhez. Ide§lis szemcs®s anyag az anyag tºmeg®hez 

viszony²tott kicsi, de nagysz§m¼ szil§rd testek (szemcs®k) olyan halmaza, ahol a 
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szemcs®k kºzºtt vonzerŖ nem hat ®s kºzºtt¿k Coulomb s¼rl·d§si tºrv®nye 

®rv®nyes¿l. 

 

 

 

A szemcs®s anyag halmaz§llapotokkal ºsszef¿ggŖ tulajdons§gai 
 

 

A halmaz§llapot szerinti kategoriz§l§s alapj§t az anyag alakj§nak ®s t®rfogat§nak 

ºn§ll·s§ga k®pezi. A h§rom klasszikus halmaz§llapot jellemzŖ ism®rve teh§t 

- g§zok: ºn§ll· alakkal ®s t®rfogattal nem rendelkeznek; 

- folyad®kok: ºn§ll· alakkal nem, de ºn§ll· t®rfogattal rendelkeznek; 

- szil§rd testek: ºn§ll· alakkal ®s t®rfogattal rendelkeznek. 

 

Az ºn§ll· alak ®s t®rfogat k®rd®s®ben a szemcs®s anyagra az a jellemzŖ, hogy: 

- r®szben ºn§ll· alakja van, a szemcs®s halmaz r®zsŤszºg®ben meg§ll, de 

r®zsŤszºge alatt a t§rol·ed®ny alakj§t veszi fel. E tulajdons§ga a folyad®kok ®s a 

szil§rd testek kºz® helyezi. 

- r®szben ºn§ll· t®rfogata van, de korl§tozott m®rt®kben ºsszenyomhat·. A 

szemcs®s anyag kompresszibilit§sa a g§zok ®s a szil§rd testek ºsszenyomhat·s§ga 

kºzºtt helyezkedik el. 

 

Az anyagok halmaz§llapot§val ºsszef¿ggŖ anyagszerkezeti kutat§sok az alak- ®s 

t®rfogattart§s ok§t az alkot·elemek tulajdons§gaiban ®s kºlcsºnhat§s§ban tal§lta 

meg. Ez®rt a modern fizika a halmaz§llapotok meghat§roz§s§n§l az anyagra 

jellemzŖ legkisebb alkot· elemek mozg§si §llapot§t, egym§shoz viszony²tott 

helyzet®t ®s kºlcsºnhat§s§t veszi figyelembe. Ez tette lehetŖv®, hogy a h§rom 

klasszikus halmaz§llapot mellett egy negyediket, a plazma§llapotot is elfogadta a 

term®szettudom§ny. 

 

Sz¿ks®gesnek l§tszik hangs¼lyozni az anyagra jellemzŖ legkisebb alkot· elemek 

kifejez®st, mert ez a halmaz§llapotok meghat§roz§s§n§l alapvetŖ fontoss§g¼. Teh§t 

- a plazma§llapot¼ anyagot a molekul§k vagy atomok sz®tesett r®szei, az atom- 

vagy molekulaionok ®s az elektronok alkotj§k. A plazma§llapotot az atom- vagy 

molekulaionok ®s elektronok kºlcsºnhat§sai jellemzik, de nem az atom vagy 

molekula egy®b r®szei. 
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- a g§zhalmaz§llapot¼ anyag tulajdons§gait a g§zmolekul§k ï nemesg§zok 

eset®n atomok ï kºlcsºnhat§sai szabj§k meg. 

- a folyad®kokn§l szint®n az atomok illetve molekul§k mozg§sa ®s egym§shoz 

val· viszonya a dºntŖ. V²z eset®ben nem a hidrog®n vagy oxig®n atomok, ®s nem a 

v²zcseppek, hanem a H2O molekul§k kºlcsºnhat§sai determin§lj§k a folyad®kot. 

- krist§lyos szil§rd test eset®ben a r§cspontokban elhelyezkedŖ atomok, 

molekul§k vagy ionok hat§sviszonyaival magyar§zhat·k a szil§rd halmaz§llapot¼ 

anyag tulajdons§gai ®s nem pl. az elemi krist§lyok illetve krisztallitok 

kºlcsºnhat§saival, ®s nem a r§cspontokban elhelyezkedŖ molekul§k fel®p²t®s®ben 

r®sztvevŖ atomok ®s annak r®szeinek egyedi tulajdons§gaival. 

- szemcs®s anyag eset®ben az anyagra jellemzŖ legkisebb alkot·elem a szemcse. 

Az atomi r®szek, az atomok vagy molekul§k, melyekbŖl a szemcs®k fel®p¿lnek, nem 

kºzvetlen jellemzŖi ï legal§bbis nem fizikai ®rtelemben vett jellemzŖi ï az 

anyagnak, ®ppen ¼gy nem, mint ahogy a g§zokn§l ®s folyad®kokn§l sem az atomok 

vagy molekul§k fel®p²t®s®ben r®szt vevŖ atomi r®szek, illetve atomok egyedi fizikai 

tulajdons§gai ®s kºlcsºnhat§sai jellemzik az anyagot. 

 

A h§rom klasszikus halmaz§llapot fŖbb jellemzŖi az al§bbiakban foglalhat·k ºssze: 

 

G§zhalmaz§llapot: A g§zok molekul§i ï nemesg§z eset®ben atomjai ï a 

rendelkez®s¿kre §ll· t®rben szabadon mozognak, a v®letlen tºrv®nyszerŤs®gei 

szerint egym§ssal rugalmasan ¿tkºznek. A g§zok alkot·elemei saj§t m®reteikhez 

viszony²tva igen nagy §tlagt§vols§gra helyezkednek el egym§st·l, egym§sra 

erŖhat§st csak nagyon kis m®rt®kben gyakorolnak. Tºk®letes g§zokban az 

erŖhat§st·l eltekinthet¿nk. A molekul§k transzl§ci·s, rot§ci·s ®s vibr§ci·s mozg§st 

v®geznek. A g§zok a rendelkez®s¿kre §ll· teret egyenletesen kitºltik, teh§t ºn§ll· 

alakkal ®s t®rfogattal nem rendelkeznek. 

 

Foly®kony halmaz§llapot: A folyad®kra jellemzŖ legkisebb alkot·elemek az atomok 

illetve molekul§k kºzºtt hat· erŖk el®g nagyok ahhoz, hogy a hŖmozg§sb·l ad·d· 

elt§volod§sukat egym§st·l megg§tolj§k, de nem el®g nagy ahhoz, hogy 

helyv§ltoztat§sukat megakad§lyozz§k. A molekul§k a g§zok®hoz viszony²tva kis 

transzl§ci·s mozg§ssal rendelkeznek, mikºzben rot§ci·s ®s vibr§ci·s mozg§st is 

v®geznek. Az alkot·elemek, mozg§suk ®s kºzels®g¿k kºvetkezt®ben, §lland·an 
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rugalmasan ¿tkºznek egym§ssal, teh§t egym§ssal ®rintkeznek, ez®rt a folyad®koknak 

§lland· t®rfogatuk van. A molekul§k kºzºtt hat· vonz·erŖ a fºldi gravit§ci·s 

erŖt®rhez viszony²tva olyan kicsi, hogy az ºn§ll· alakk®pz®shez nem elegendŖ, ²gy a 

folyad®kok ºn§ll· alakkal nem rendelkeznek. 

 

Szil§rd halmaz§llapot: A szil§rd testben az anyagra jellemzŖ legkisebb 

alkot·elemek az atomok, molekul§k vagy ionok. Helyzet¿k kºtºtt, krist§lyos 

szerkezetben geometriailag meghat§rozott, csak rezgŖmozg§st v®geznek. Az 

alkot·elemekre nagy erŖk hatnak, melyek megg§tolj§k a tart·s elt§volod§st 

egyens¼lyi helyzet¿kbŖl. Ez®rt a szil§rd testeknek ºn§ll· alakjuk ®s t®rfogatuk van. 

 

A szemcs®s anyag a h§rom klasszikus halmaz§llapot fŖbb halmaz§llapoti 

jellemzŖitŖl l®nyeges elt®r®st mutat. Az ide§lis szemcs®s anyag alkot·elemei, a 

szemcs®k, relat²v nyugalomban vannak. Az alkot·elemek kºzºtt vonz·erŖ nem hat, 

az anyagot a gravit§ci·s erŖbŖl sz§rmaz· nyom·-, ®s a szemcs®k fel¿let®n ®bredŖ 

ny²r·erŖk, - nyugv· s¼rl·d· erŖk ï tartj§k halmazban. Az erŖhat§sok kºvetkezt®ben 

az ide§lis szemcs®s anyag r®zsŤszºg®ig meg§ll, teh§t ºn§ll· alakkal csak r®szben 

rendelkezik. A szemcs®s anyag alkot·elemei §lland· ®rintkez®sben vannak, ez®rt 

nyugalom eset®n t®rfogata §lland·. Nyom§s hat§s§ra az anyag tºmºrºdik, a 

szemcs®k kedvezŖbb helykitºlt®sŤ elrendez®st foglalnak el. A szemcs®s anyagok a 

g§zokhoz k®pest kicsi, de a szil§rd anyagokhoz k®pest nagy kompresszibilit§ssal 

rendelkeznek. 

 

Az ide§lis szemcs®s anyag jellemzŖi az egyes halmaz§llapotok fŖbb tulajdons§gait·l 

az al§bbi l®nyeges elt®r®st mutatj§k: 

- g§zhalmaz§llapott·l: az alkot·elemek egym§ssal §lland· ®rintkez®sben vannak 

®s saj§t t®rfogattal rendelkezik; 

- foly®kony halmaz§llapott·l: r®szben ºn§ll· alakja van; 

- g§z- ®s foly®kony halmaz§llapott·l: az alkot·elemek relat²v, ¿tkºz®smentes 

nyugalomban vannak ®s benn¿k nyugv· s¼rl·d· erŖ ï ny²r·erŖ ï ®bred; 

- szil§rd halmaz§llapott·l: az alkot·elemek kºzºtt nincs vonz·erŖ, ez®rt ºn§ll· 

alakkal csak r®szben rendelkeznek. 
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A szemcs®s anyag az anyagi halmaz§llapotok l®nyeg®t ®rintŖ tulajdons§gaiban olyan 

minŖs®gi elt®r®st mutat, mely k¿lºn halmaz§llapotk®nt defini§l§s§t indokolja. 

 

Az anyagi halmaz§llapotok idealiz§lt eset®nek rºvid, l®nyeget ®rintŖ ï a teljess®g 

ig®nye n®lk¿li ï meghat§roz§sa az al§bbiakban foglalhat· ºssze. 

Tºk®letes g§z: egym§st·l t§vol mozg·, de v®letlenszerŤen rugalmasan ¿tkºzŖ, 

egym§sra erŖhat§st nem gyakorl· molekul§k (nemesg§zokn§l atomok) rendezetlen 

halmaza. 

Ide§lis folyad®k: egym§shoz kºzel mozg· ®s folyamatosan rugalmasan ¿tkºzŖ 

molekul§k halmaza. 

Krist§lyos szil§rd: vibr§l· atomok, molekul§k vagy ionok nagy erŖvel helyhez 

kºtºtt rendezett halmaza. 

Ide§lis szemcs®s: egym§ssal §lland·an ®rintkezŖ, relat²v mozdulatlan szemcs®k 

olyan halmaza, melyben az alkot·elemek kºzºtti erŖhat§s a gravit§ci·s s¼lyerŖbŖl 

sz§rmaz· nyom·- ®s az azzal ar§nyos s¼rl·d· erŖbŖl tevŖdik ºssze, kºzºtt¿k 

koh®zi·s erŖ nincs. 

 

A szemcs®s anyag k¿lºn halmaz§llapot szerinti felfog§sa elsŖsorban mechanikai 

szempontb·l fontos. (A halmaz§llapot szerinti kategoriz§l§s alapja is mechanikai 

eredetŤ: az alak- ®s t®rfogattart§s oka az alkot·elemek kºzºtti erŖhat§sb·l vezethetŖ 

le.) Az anyagi halmaz§llapotok mechanikai tulajdons§gai egym§st·l 

megk¿lºnbºztetŖ l®nyegi elt®r®st mutatnak: 

- a g§zok a nyom§snºveked®st t®rfogatuk jelentŖs csºkken®s®vel kºvetik (a 

t®rfogat ®s a nyom§s szorzata §lland· hŖm®rs®klet mellett konstans), teh§t 

nyom·fesz¿lts®get csak r®szben ï a t®rfogatv§ltoz§s rov§s§ra ï k®pesek elviselni. A 

tºk®letes g§zokban az alkot·elemek kºzºtti vonz·erŖ nem l®p fel, ez®rt 

h¼z·fesz¿lts®g az anyagban nem ®bredhet. A nyugv· ï nem §raml· ï g§zokban 

ny²r·fesz¿lts®g nem ®bred. 

- a folyad®kok kis kompresszibilit§ssal rendelkeznek, mechanikai szempontb·l 

ºsszenyomhatatlannak tekinthetŖk, ez®rt nyom·fesz¿lts®g elvisel®s®re k®pesek. A 

molekul§k kºzºtt hat· vonz·erŖ az egym§ssal §lland·an ¿tkºzŖ molekul§k 

elt§volod§s§t megakad§lyozza. Egyens¼lyi, illetve stabil helyzet csak adott k¿lsŖ 

nyom§s mellett jºn l®tre, azaz mechanikai szempontb·l a folyad®k h¼z·fesz¿lts®get 

nem k®pes elviselni. (p = 0 nyom§s kºzel®ben a folyad®k megszakad, molekul§i 
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sz®trep¿lnek ®s g§zhalmaz§llapotba jutnak.) Ide§lis folyad®kokban s¼rl·d§s nincs, 

val·s§gos folyad®kok belsej®ben nyugv· s¼rl·d§s szint®n nem ®bred. 

- a szil§rd testek ºsszenyomhatatlannak tekinthetŖk ®s alkot·elemei jelentŖs 

erŖvel kapcsol·dnak egym§shoz, ez®rt h¼z·-, nyom·- ®s ny²r·fesz¿lts®gek 

elvisel®s®re k®pesek. 

- az ide§lis szemcs®s anyag kompresszibilit§sa kicsi, ²gy nyom·fesz¿lts®g 

elvisel®s®re k®pes. A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagban a nyom·fesz¿lts®g mellett 

csak ny²r·fesz¿lts®g ®bred, az anyagban h¼z·fesz¿lts®g nem l®p fel. 

 

 

 

A szemcs®s anyag, mint anyagi §llapot 
 

 

A szemcs®s anyag k¿lºn halmaz§llapot szerinti felfog§s§t nemcsak az egy®b 

halmaz§llapotokt·l elt®rŖ fizikai tulajdons§gai indokolj§k, hanem az is, hogy a 

szemcs®s anyag az anyag egyik megjelen®si form§ja, azaz az anyagnak egyik 

meghat§rozott §llapota. 

 

A szemcs®s anyag ï mint az anyag eg®sz tºmeg®hez viszony²tott kicsi, de nagy 

sz§m¼ szil§rd testek halmaza ï tºbbnyire nagy m®retŤ szil§rd anyag mechanikai 

apr²t§s§val, apr·z·d§s§val keletkezik. Keletkez®se, azaz az anyag szemcs®s 

§llapotba hoz§sa azonban nemcsak mechanikai ¼ton lehets®ges, minthogy a 

term®szetben elŖfordul· szemcs®s anyagok sem csak mechanikai apr·z·d§ssal 

jºnnek, vagy jºttek l®tre. A szemcs®s anyag termodinamikailag is elŖ§ll²that·. 

 

Ismeretes, hogy ha a folyad®k molekul§inak kinetikai energi§ja egy k¿szºb®rt®ket 

meghalad, akkor g§zhalmaz§llapotba jut, m²g ha egy m§sik k¿szºb®rt®k al§ s¿llyed, 

akkor szil§rd halmaz§llapotba ker¿l ®s megindul a krist§lyosod§s. A 

halmaz§llapotokat jellemzŖ termodinamikai §llapothat§roz·k k¿szºb®rt®kei p®ld§ul 

p ï t (nyom§s ï hŖm®rs®klet), diagramban §br§zolhat·k. Az 1. §br§n a H2O p ï t 

diagramja l§that·. A p ï t diagram h§rmaspontj§t ®s az orig·t ºsszekºtŖ gºrbe a 

szublim§ci·s gºrbe. A szil§rd halmaz§llapot¼ j®g f§zisb·l a g§z halmaz§llapot¼ gŖz 

f§zisba p®ld§ul nyom§scsºkken®ssel, a szublim§ci·s gºrbe §tl®p®s®vel jut az anyag. 

GŖz f§zisb·l viszont visszafel® §tl®pve a szublim§ci·s gºrb®t nem j®g, hanem 

szemcs®s halmaz§llapot¼ h· keletkezik. A szemcs®s anyag ï v²z eset®ben a h· ï 
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lok§lis g·cokban keletkezŖ krist§lyosod§s eredm®nyek®nt jºn l®tre. A folyamat 

lok§lis krist§lyosod§snak nevezhetŖ, melynek fizikai magyar§zata abban van, hogy a 

kis sebess®ggel (alacsony hŖm®rs®kleten) transzl§ci·s mozg§st v®gzŖ molekul§k, a  

            

1. §bra  A H2O p - t diagramja 

 

van der Waals ï f®le erŖk vonz§si kºr®t nem k®pesek elhagyni ï p®ld§ul hŖelvon§s 

kºvetkezt®ben - , teh§t a molekul§k transzl§ci·s mozg§sa megszŤnik. A molekula 

p§rba ¼jabb molekul§k ¿tkºzv®n, azokat fogva tartva, krist§lyr§csot alkotnak, majd a 

nºvekvŖ krist§lyok hozz§k l®tre a szemcs®ket. A g§zhalmaz§llapotban l®vŖ 

molekul§k sŤrŤs®ge a szil§rd halmaz§llapot molekulasŤrŤs®g®hez viszony²tva 

nagyon kicsi, ez®rt az egym§st·l relat²v t§vol, lok§lisan kialakul· krist§lyosod§si 

folyamat elk¿lºn¿lŖ szemcs®k sokas§g§t hozza l®tre, melyek lecsap·dva szemcs®s 

halmazt k®peznek. 

 

Ćlland· hŖm®rs®kleten g§z f§zisb·l szemcs®s f§zisba hŖelvon§s mellett juthatunk, 

mely az olvad§shŖ ®s p§rolg§shŖ ºsszege. 

 

A halmaz§llapotok a p ï t diagram f§zishat§rain v§ltoznak. Ha a szublim§ci·s gºrb®t 

a szil§rd f§zisb·l a g§z f§zis ir§ny§ba l®pi §t az anyag, g§zt kapunk, viszont 

megford²tva, g§z f§zisb·l §tl®pve a gºrb®t, szemcs®s anyagot nyer¿nk. Teh§t a 

f§zishat§rok §tl®p®s®nek ir§nya szerint a halmaz§llapotok a kºvetkezŖk:  
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  g§z Ÿ lok§lis krist§lyosod§s Ÿ szemcs®s Ÿ olvad§s Ÿ folyad®k Ÿ p§rolg§s 

Ÿg§z;  

viszont, ellenkezŖ ir§nyban:  

  g§z Ÿ kondenz§l§s Ÿ folyad®k Ÿ fagy§s Ÿ szil§rd Ÿ szublim§l§s Ÿ g§z. 

Szemcs®s f§zisb·l szil§rd f§zisba azonos f§zishat§r k®tszeri §tl®p®s®vel jutunk:  

  szemcs®s Ÿ olvad§s Ÿ folyad®k Ÿ fagy§s Ÿ szil§rd. 

 

Folyad®k f§zisb·l szemcs®s anyag kºzvetlen¿l is l®trehozhat·, ha t¼lhŤtºtt 

folyad®kba egyszerre sok, egym§st·l kºzel azonos t§vols§gban levŖ krist§lyg·cot 

juttatunk. A krist§lyg·cokb·l kiindul· krist§lynºveked®seket a szomsz®dos 

krist§lyok akad§lyozz§k meg, melyek geometriai krist§ly elhelyezked®se nem 

szimmetrikus vagy egybev§g·, ez®rt a krist§lyok kºzºtt r§cserŖk nem, vagy csak 

elv®tve l®pnek fel, azaz az egyes szemcs®k belsŖ koh®zi·s ereje l®nyegesen nagyobb 

a szemcs®k kºzºtt esetlegesen hat· koh®zi·s erŖkn®l.  

 

A szemcs®s anyag alapvetŖ fizikai tulajdons§gai l®nyegesen elt®rnek a k®miailag 

azonos, de szil§rd, foly®kony vagy g§znemŤ §llapot¼ anyag®t·l. T®rfogats¼lya, 

f®nytºr®si, hŖ- ®s hangtani, elektromos, mechanikai, stb. tulajdons§gai ®s 

viselked®se, valamint az a t®ny, hogy a legtºbb anyag szemcs®s §llapotba hozhat·, a 

szemcs®s anyag k¿lºn halmaz§llapotk®nti meghat§roz§s§t indokolja. 
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Kohézió nélküli szemcsés anyagok fizikai-

mechanikai alaptörvényei 

 

 

 

 

 

I. Koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagokban csak nyom·- ®s ny²r·fesz¿lts®gek 

®bredhetnek. 

 

II.  Nyugalomban levŖ, koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagokban a f¿ggŖleges ir§ny¼ 

nyom·fesz¿lts®gek §ltal ®bresztett fesz¿lts®gek a f¿ggŖleges ir§nyt·l m®rt 

j-° 090  z·n§ban lefel® hatnak. (j az anyag s¼rl·d§si szºge.) 

 

III.  A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyag ºns¼ly§b·l sz§rmaz· oldalnyom§s ®rt®ke a 

m®lys®g (h) ®s t®rfogats¼ly (ɔ) szorzat§nak fele (
2

gh
), ir§nya a v²zszintestŖl az 

anyagban ®bredŖ s¼rl·d§si szºggel lefel® t®r el, ha a felsz²n v²zszintes ®s az adott 

m®lys®g felett az anyag a v²zszintessel j szºget bez§r· teret egyenletesen kitºlti. 

 

IV.  A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagok mindaddig megtartj§k az Ŗket jellemzŖ 

fizikai-mechanikai tºrv®nyeket, am²g alkot· elemeik, a szemcs®k, megŖrzik relat²v 

nyugalmukat. Amint a szemcs®k relat²v mozg§sba ker¿lnek ï egym§ssal ¿tkºznek -, 

a szemcs®s anyagok a folyad®kok fizikai-mechanikai tºrv®nyei szerint viselkednek. 

 

A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagok fizikai-mechanikai tºrv®nyei statisztikai 

jelleggel ®rv®nyes¿lnek, mert maga az anyag k¿lºnbºzŖ szemcs®k sokas§g§b·l §ll. 
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I. törvény 

 

 

Az I. tºrv®ny a koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagok fizikai-mechanikai defin²ci·ja. 

 

Az ide§lis folyad®kokban csak nyom·fesz¿lts®gek ®brednek, a koh®zi· n®lk¿li 

szemcs®s anyagok csak nyom·- ®s ny²r·fesz¿lts®gek, m²g a szil§rd testek nyom·-, 

ny²r·- ®s h¼z·fesz¿lts®gek elvisel®s®re k®pesek. A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s 

anyagok a szil§rd testektŖl abban k¿lºnbºznek, hogy h¼z·fesz¿lts®get nem k®pesek 

elviselni, az ide§lis folyad®kt·l viszont abban, hogy benn¿k ny²r·fesz¿lts®gek is 

®brednek. A folyad®kok alkot·elemei ugyanakkor §lland· relat²v mozg§sban vannak 

ï egym§ssal ¿tkºznek -, m²g a szemcs®s anyagok alkot·elemei, a szemcs®k relat²v 

nyugalomban vannak. 

 

 

II. törvény 

 

 

A II. tºrv®ny a f¿ggŖleges ir§ny¼ nyom·fesz¿lts®gek terjed®s®nek ir§ny§t 

fogalmazza meg. K²s®rleti igazol§s§t a szabad r®zsŤ term®szetes §ll®konys§ga 

ny¼jtja (2. §bra). 

 

 

2. §bra  A r®zsŤ lapj§n l®vŖ szemcse egyens¼lyi hat§rhelyzete 



 - 15 - 

A szemcs®kbŖl §ll· halmazban a f¿ggŖleges nyom·fesz¿lts®get a szemcs®k ºns¼lya 

hozza l®tre. Ha a r®zsŤ lapj§n elhelyezkedŖ A jelŤ szemcs®re - mely az egyens¼ly 

hat§rhelyzet®ben van -, a f¿ggŖleges ir§nyhoz viszony²tva j-090 -n®l nagyobb 

szºgben mutat· fesz¿lts®gvektor hatna a r®zsŤ belsej®bŖl, akkor a szemcse 

elveszten® egyens¼lyi helyzet®t ®s lecs¼szna.  

       

       3. §bra  A f¿ggŖleges ir§ny¼ nyom·fesz¿lts®gek §ltal ®bresztett 

fesz¿lts®gek a v²zszintessel j-n®l nagyobb szºget z§rnak be 

 

A II. tºrv®ny helyess®g®t tov§bbi k²s®rletek bizony²tj§k (3. §bra). Amennyiben az A 

jelŤ szemcs®re a v²zszinteshez k®pest j szºgn®l kisebb szºget bez§r· 

nyom·fesz¿lts®g hatna, ¼gy a term®szetes r®zsŤ hajl§sszºge j-n®l kisebb lenne. Ha 

a f¿ggŖleges ir§ny¼ nyom·fesz¿lts®g p®ld§ul v²zszintes fesz¿lts®get induk§lna, ¼gy 

az a r®zsŤ lapj§n l®vŖ szemcs®ket lelºkn®. Az anyag elter¿lne ®s a 4. §bra szerinti 

alakot venn® fel. Ez azonban nem §ll fenn. 

                             

4. §bra  Ha a nyom·fesz¿lts®gek v²zszintes fesz¿lts®geket induk§ln§nak, 

akkor a szemcs®s anyag elhelyezked®s®nek ilyennek kellene lenni 
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III. törvény 

 

 

A III. tºrv®nyben foglaltak szerinti esetekben az oldalnyom§s 
2

gh
, ®s ir§nya a 

v²zszintestŖl az anyag belsej®ben ®bredŖ s¼rl·d§si szºggel lefel® t®r el. Bizony²t§sa a 

kºvetkezŖ: 

             

5. §bra  V²zszintes t®rsz²n v®gtelen t®rnegyede 

 

Az 5. §bra v®gtelen kiterjed®sŤ v²zszintes felsz²nŤ koh®zi· n®lk¿li szemcs®s 

anyaghalmaz k®t egym§sra merŖleges f¿ggŖleges s²kkal elm®letileg kimetszett 

r®sz®t mutatja, (teh§t a v²zszintes t®rsz²n v®gtelen t®rnegyed®t §br§zolja,) mely a 

mechanikai vizsg§latok s²kbeli elv®gz®s®nek lehetŖs®g®t biztos²tja. A II. tºrv®ny 

szerint az AB szakasz al·li anyagr®szbŖl csak az AB s²k feletti anyagr®sz §ltal 

kiv§ltott reakci·fesz¿lts®gek hathatnak az OA s²kra. Amennyiben az OAB 

h§romszºgben tal§lhat· szemcs®s anyagot elvenn®nk, a v²zszinteshez j szºgben 

hajl· AB term®szetes r®zsŤszºgben az anyag meg§llna. Az OA s²kra, teh§t csak az 

OAB t®rr®szben elhelyezkedŖ szemcs®s anyag ºns¼ly§b·l sz§rmazhatnak a 

fesz¿lts®gek. Az AB s²kon egyens¼lyi hat§rhelyzet §ll fenn, a j hajl§sszºgŤ lejtŖn 

jm tg=  s¼rl·d§si t®nyezŖvel rendelkezŖ anyag m®g ®ppen nem cs¼szik le. 
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Amennyiben a j lejtŖszºget egy igen kis jD  ®rt®kkel megnºveln®nk, akkor a 

felette levŖ anyag egyenletesen gyorsul· mozg§ssal lecs¼szhatna a jj D+  

hajl§sszºgŤ lejtŖn, azaz a tºmeg®vel ®s gyorsul§s§val egyenes ar§ny¼ erŖhat§st 

gyakorolna az OA s²kra. A szemcs®s anyag jelleg®bŖl fakad·an v®gtelen sok jj D+  

hajl§sszºgŤ lejtŖ l®tezik, mely feletti anyagok s¼lya a jD  szºggel nºvelt lejtŖkºn 

fejtik ki az AO s²kra hat· lejtŖ ir§ny¼ fesz¿lts®geket. Az 5. §bra szerint a ȹh-val 

nºvelt m®lys®g eredm®nyek®nt l®trejºvŖ jja D+=  hajl§sszºgŤ lejtŖn az ADC 

szemcs®s anyag a lejtŖre ºns¼ly§val (ȹG) ®s a felette levŖ anyag s¼ly§val (G) 

nehezedik. Az ADC anyagmennyis®g a ȹh szakaszon t§maszkodik meg. A ȹh 

fel¿letszakasz lejtŖre merŖleges vet¿lete )cos( jj D+ÖD=D hF . Tekintve, hogy a 

ȹh igen kicsi, ez®rt ott a fesz¿lts®geloszl§s egyenletesnek tekinthetŖ, ²gy az ott 

®bredŖ lejtŖ ir§ny¼ fesz¿lts®gre fel²rhat·:  

,
)cos)(sin(

F

GG

D

-D+
=

ama
sa  

Az egys®gnyi hossz¼s§g¼ t®rr®szben a  

,
2

2

j
g

ctg
h
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®s 

,cos
sin2

1
j

j

g
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h
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azaz 
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2

j
g
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h

G ÖD=D  

tov§bb§  

).cos( jj D+ÖD=D hF  

Az egyenletben szereplŖ (ama cossin Ö- ) is kifejezhetŖ: 

)cos()sin( jjjjj D+Ö-D+= tg , 

),sinsincos(cos
cos

sin
sincoscossin jjjj

j
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.
cos

sin

j

jD
=  

A G, ȹG, ȹF ®s ama cossin Ö-  ®rt®keit a 
as -ra fel²rt ºsszef¿gg®sbe helyettes²tve:  
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de jDtg  az 5. §bra ACE h§romszºg®bŖl kifejezhetŖ: 
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ha ȹh igen kicsi, azaz ȹh Ÿ 0, akkor Ŭ Ÿj, teh§t 
as  Ÿ js, azaz a fesz¿lts®g 

ir§nya a v²zszintessel j szºget z§r be. 

Teh§t  

,
2

lim
0

g
sa

h

h

=
D

 

azaz  

2

g
sj

h
= . 

A levezet®s eredm®nyek®nt meg§llap²that·, hogy a fesz¿lts®geloszl§s a m®lys®g 

f¿ggv®ny®ben line§ris. 

 

Klasszikus ®rtelemben vett fesz¿lts®grŖl a szemcs®s anyagok eset®ben azonban nem 

besz®lhet¿nk, mivel a szemcs®k ®rintkez®si pontjain kereszt¿l adj§k §t az 

erŖhat§sokat, azaz egy-egy ponton, nem az adott ir§nyra merŖleges fel¿leten. Nem 

fel¿leten, mert az anyag diszkontinium ®s a szemcs®k csak pontokon ®rintkeznek 

egym§ssal. A fesz¿lts®g ®rtelme ²gy egy fel¿letre jut· §tlagerŖk®nt ®rtelmezhetŖ ®s 

ezek az §tlagerŖk ad·dnak §t egyik szemcs®rŖl a szomsz®dos szemcs®kre. Ezen erŖk 

ir§nya ®s nagys§ga egy adott fel¿leten statisztikai §tlagk®nt ®rv®nyes¿l. 

            

6.§bra  A fal melletti szemcs®re hat· §tlagerŖ felbont§sa v²zszintes ®s 

f¿ggŖleges ºsszetevŖre 

 

Vizsg§ljuk meg, hogy az im®nt levezetett js  a v²zszintessel j szºget bez§r· 

fesz¿lts®g egy f¿ggŖleges falra mekkora erŖhat§st gyakorol. A 6. §br§n felt¿ntetett 



 - 20 - 

szemcs®re- melyet oldalr·l egy s¼rl·d§smentes f¿ggŖleges fal t§maszt meg ï a 

szomsz®dos szemcs®ktŖl az ®rintkez®si pontokon kereszt¿l erŖhat§s ®rkezik. Ezen 

erŖhat§s eredŖje egyezzen meg a 1FD  fel¿letre sz§m²tott js  fesz¿lts®g szorzat§val, 

azaz az erre a szemcs®re hat· nyom·erŖ nagys§g§t ®s ir§ny§t tekintve megfelel ezen 

szemcs®s anyag ebben a m®lys®g®ben r§ hat· erŖ statisztikai §tlag§nak. Ez a 

szemcse nyomja a f¿ggŖleges s¼rl·d§smentes falat xFs2D  v²zszintes ir§ny¼ erŖvel a 

2FD  falszakaszon az ®rintkez®si ponton. A 3FyDs  f¿ggŖleges ir§ny¼ erŖt az alatta 

l®vŖ szemcse illetve szemcs®k veszik fel. A 1FD , 2FD ®s 3FD  szakaszok statisztikai 

§tlagban egyenlŖ fel¿letek, mert a szemcs®k alakj§t ®s elhelyezked®s®t tekintve 

statisztikai §tlagban gºmbºk, a gºmbºk b§rmely ir§nyban vett vet¿letei pedig 

azonos nagys§g¼ fel¿letek. (Ha egy szemcs®s anyag ï p®ld§ul rizs ï hossz¼k§s 

szemcs®kbŖl §ll, a szemcs®k v®letlenszerŤ elhelyezked®s®re val· tekintettel azok 

b§rmely ir§nyra vett vet¿let®nek §tlaga kºr, azaz statisztikai §tlagban a szemcs®k 

gºmbnek tekintendŖk.) 

Teh§t a 6. §bra vektorh§romszºg®re fel²rhat·  

jss j cos12 FFx D=D , 

de mivel  

21 FF D=D , 

²gy  

jss jcos=x . 

A fenti megfontol§s eredm®ny®bŖl kºvetkezik, hogy a szemcs®s anyagban a 

fesz¿lts®gek ï egy adott fel¿letre sz§m²tott §tlagerŖk ï vektori§lisan felbonthat·k 

illetve ºsszegezhetŖk. A jss jcos=x  egyenletbŖl a nyugalmi nyom§s t®nyezŖj®t a 

y

x

s

s
l=  helyettes²t®sek ut§n megkapjuk, azaz  

gs hy =                 j
g

s cos
2

h
x = , 

²gy      
2

cosj
l= . 

 

A nyugalmi nyom§s levezet®s®n®l eddig csak a v²zszintessel j szºget bez§r· 

ir§nyra merŖlegesen hat· ®s ºns¼lyb·l sz§rmaz· fesz¿lts®gek §ltal keltett 
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ny²r·fesz¿lts®geket vett¿k figyelembe. A v²zszintes ir§ny¼ fesz¿lts®gkomponensek - 

j
g

s cos
2

h
x =  - §ltal kiv§ltott yt  ny²r·fesz¿lts®gek a f¿ggŖleges ir§ny¼ hɔ 

fesz¿lts®geket csºkkentik jj
g

t tg
h

y Ö= cos
2

-vel, 

azaz  

,
cos

sin
cos

2 j

j
j

g
t

h
y =  

²gy  

j
g

t sin
2

h
y = . 

Tekintettel arra, hogy a szemcs®s anyag belsej®ben felvett OA elm®leti s²kra (5. 

§bra) js  fesz¿lts®gek p§ros§val hatnak, ez®rt a f¿ggŖleges ir§ny¼ hɔ fesz¿lts®gek 

2 yt -nal csºkkennek, teh§t  

yy h tgs 2-= , 

azaz  

,sin
2

2 j
g

gs
h

hy -=  

illetve 

)sin1( jgs -=hy . 

Teh§t a nyugalomban levŖ koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyag belsej®ben hat· 

fesz¿lts®gek §br§ja megszerkeszthetŖ (7. §bra). 

                             

7. §bra  Nyugalmi helyzetben hat· fesz¿lts®gek 

 

Amennyiben az 5. §bra szerinti OA s²k a szemcs®s anyag belsej®ben felvett elm®leti 

s²k, akkor ott a s¼rl·d§s szºge j. Ebben az esetben az OA s²k mindk®t oldal§ra js , 



 - 22 - 

a v²zszintessel j szºget bez§r· nyom·fesz¿lts®g hat (7. §bra). Az OA s²kon a js -k 

elvileg v²zszintes ®s f¿ggŖleges komponensekre bonthat·k (8. §bra). A v²zszintes 

ºsszetevŖk  

j
g

s cos
2

h
x =  

®rt®kŤek, merŖlegesek az OA s²kra ®s kiel®g²tik az akci·-reakci· tºrv®ny®t. A ys  

f¿ggŖleges fesz¿lts®gkomponensek pedig kºlcsºnºsen az OA s²kra szimmetrikusan 

ï a f¿ggŖleges fesz¿lts®geket hɔ-ra eg®sz²tik ki. 

                                   

8. §bra  Nyugalmi helyzetben a v²zszintes ®s f¿ggŖleges fesz¿lts®gi ºsszetevŖk 

 

Amennyiben az 5. §bra szerinti OA s²k s¼rl·d§smentes fal, akkor az csak v²zszintes 

fesz¿lts®get k®pes felvenni, azaz js  v²zszintes ºsszetevŖj®t, ami  

j
g

s cos
2

h
x = . 

Ugyanakkor a js  f¿ggŖleges ºsszetevŖje az OAB anyag f¿ggŖleges 

fesz¿lts®gkomponens®t hɔ-ra eg®sz²ti ki. 

 

Ha az OA s²k ®rdes, val·s§gos merev fal, mely az OAB anyagmennyis®g 

megt§maszt§s§ra szolg§l, akkor a nyugalmi nyom§s kialakul§sa a kºvetkezŖk szerint 

®rtelmezhetŖ.  

Az OAB anyagmennyis®gnek az OA fal mºg® tºrt®nŖ feltºlt®s®t kºvetŖen nem 

alakul ki azonnal a 
2

g
sj

h
 ®rt®ke, mert a ferde fesz¿lts®ghat§s, illetve a falon ®bredŖ 

s¼rl·d§s miatt az OA s²kon s¼lyerŖ-felv®tel val·sul meg. A s¼lyerŖ-felv®tel 
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kºvetkezt®ben az AB s²kra hat· erŖ csºkken, ez ²gy nem k®pes l®trehozni a 
2

gh
 

®rt®kŤ AB ir§ny¼ fesz¿lts®geket. A frissen betºltºtt anyag konszolid§ci·s 

mozg§s§nak befejezt®vel nyugalomba jut. A nyugalom eredm®nyek®nt a falon 

®bredŖ s¼rl·d§s null§ra csºkken, teh§t a js  fesz¿lts®gek v²zszintes ®s f¿ggŖleges 

ºsszetevŖj¿kre bomlanak. A f¿ggŖleges ºsszetevŖk az OAB anyagban a f¿ggŖleges 

ir§ny¼ fesz¿lts®gkomponenseket hɔ-ra, illetve az OAB anyag s¼ly§t j
g

ctg
h

2

2

-re 

eg®sz²tik ki. Ekkor az OA falra a js  fesz¿lts®g v²zszintes ºsszetevŖje hat. Teh§t a 

nyugalmi nyom§s v²zszintes ºsszetevŖje: 

,cos
2

j
g

s
h

x =  

®s ²gy a nyugalmi nyom§s t®nyezŖje (ɚ):  

2

cosj
l=  

 

 

IV. törvény 

 

 

A IV. tºrv®ny k²s®rletileg bizony²that·. 

A 9. §br§n bemutatott k²s®rlet eredm®nyek®nt a szemcs®k ¿tkºz®se kºvetkezt®ben a 

szemcs®s anyag a kºzlekedŖ ed®nyek tºrv®nyei szerint viselkedik. 

          

9. §bra   a) nyugalmi helyzet   b) vibr§ci· eredm®nyek®nt kialakult helyzet 
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A 10. §br§n a ɔ t®rfogats¼ly¼ szemcs®s anyagba helyezett ɔ1 nagyobb ®s ɔ2 kisebb 

t®rfogats¼ly¼ test a vibr§ci·, illetve szemcs®k ¿tkºz®se eredm®nyek®nt az ed®ny 

alj§ra s¿llyed, illetve a szemcs®s anyag felsz²n®n ¼szik, teh§t ®rv®nyes¿l Archimedes 

tºrv®nye. 

        

10. §bra   a) nyugalmi helyzet   b) vibr§ci· eredm®nyek®nt kialakult helyzet 

 

A vibr§ci· kºvetkezt®ben a szemcs®s anyag alkot·elemei, a szemcs®k egym§shoz 

¿tkºznek ®s ennek hat§s§ra benn¿k a nyom§s minden ir§nyban hɔ-ra v§ltozik. 
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Feszültségek a kohézió nélküli szemcsés 

anyagokban 

 

 

 

 

 

A III. tºrv®ny bizony²t§si elj§r§s§n§l f¿ggŖleges s²kkal kimetszett v²zszintes felsz²nŤ 

t®rnegyed vizsg§lat§t v®gezt¿k el. Ha ez a s²k a f¿ggŖlegeshez k®pest az anyag fel® 

dŖl ï a v²zszintessel ɓ szºget z§r be - , ®s a felsz²n v²zszintes, akkor a kor§bbi 

levezet®st §ltal§nos²tva meghat§rozhat·, hogy ezen halmaznak mekkora az 

oldalnyom§sa a ɓ szºgŤ s²kban. 

            

11. §bra  V²zszintes t®rsz²n ferde s²kkal hat§rolt v®gtelen t®rnegyede 
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A 11. §bra jelºl®seit felhaszn§lva a ȹh-val nºvelt m®lys®g eredm®nyek®nt l®trejºvŖ 

jja D+=  hajl§sszºgŤ lejtŖn az ADC szemcs®s anyag lejtŖre ºns¼ly§val (ȹG) ®s a 

felette levŖ anyag s¼ly§val (G) nehezedik. Az ADC anyagmennyis®get lecs¼sz§s 

ellen a ȹh szakasz t§masztja meg. Tekintve, hogy a ȹh igen kicsi, ez®rt ott a 

fesz¿lts®geloszl§s egyenletesnek tekinthetŖ, ²gy az ott ®bredŖ lejtŖ ir§ny¼ 

fesz¿lts®gre fel²rhat·:  

,
)cos)(sin(

F

GG

D

-D+
=

ama
sa  

ahol a ȹF a ȹh fel¿letszakasz lejtŖre merŖleges vet¿lete. 

  

12. §bra  A 11. §bra hD  r®szlete      13. §bra  A 11. §bra FD  r®szlete 

 

Az egyenletben szereplŖ G, ȹG ®s ȹF egys®gnyi hossz¼s§g¼ t®rr®szre a 11., 12., 

illetve 13. §br§b·l kifejezhetŖ: 

),(
2

2

bj
g

ctgctg
h

G -=  

®s  

g
j
ÖÖ=D

sin2

hm
G , 

ahol m a 11. §bra seg²ts®g®vel kifejezhetŖ:  

)sin( jb-ÖD= zm , ®s ,
)90cos( 0 b-

D
=D

h
z  

²gy  

),sin(
)90cos( 0

jb
b

-
-

D
=

h
m  
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azaz  

),sin(
sin

jb
b

-
D

=
h

m  

m ®rt®k®t a ȹG-re fel²rt ºsszef¿gg®sbe helyettes²tve:  

.
sinsin

)sin(

2 bj

jbg

Ö

-
Ö

D
=D

hh
G  

A ȹF ®rt®ke a 13. §bra seg²ts®g®vel kifejezhetŖ:  

[ ],)(sin jjb D+-D=D zF  

[ ].)(sin
sin

jjb
b

D+-
D

=D
h

F  

A 
j

j
ama

cos

sin
cossin

D
=-  egyenlŖs®g II. tºrv®ny bizony²t§sa sor§n ker¿lt 

levezet®sre. 

A G, ȹG, ȹF ®s ama cossin Ö-  ®rt®keit a ůŬ-ra fel²rt ºsszef¿gg®sbe behelyettes²tve:  

[ ]
,

cos

sin

)(sin
sin

sinsin

)sin(

2
)(

2

2

j

j

jjb
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bj

jbg
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sa
D

Ö
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D

Ö

-D
+-
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[ ]
,

)(sin

sinsin
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)(
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sinsin

2 jjb
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j
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D--

Ö
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D+-

Ö
D
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Ö=

hctgctgh

h

h
 

,
sin)cos(cos)sin(
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sincoscossin
)cossin(
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2 jjbjjb

j

jbjb
bbj

j
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DÖ--DÖ-
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,
)cos()sin(

)cossin()cossin(
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1

2 jbjbj

bbjbbj

j

g
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---ÖD

-ÖD+-Ö
Ö

D
Ö=

ctg

ctghctgh
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,
)cos()sin(

cossin

cos2 jbjbj

bbj

j

g
sa

---ÖD

-Ö
Ö

D

D+
Ö=

ctg

ctg

h

hhh
 

de jDctg  a 11. §bra ACE h§romszºg®bŖl a 12. §bra  ADF h§romszºg®nek 

felhaszn§l§s§val kifejezhetŖ:  

m

AFCD

m

AE
ctg

+
==Dj , 

ahol:           
jsin

h
CD=                                ®s           )cos( jb-ÖD= zAF , 
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de             
bb sin)90cos( 0

hh
z

D
=

-

D
=D , 

ez®rt        )cos(
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jb
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²gy 

     ,
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h
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jDctg  ®rt®k®t 
as  ºsszef¿gg®s®be behelyettes²tve:  

,
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sin)cossin)((
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),1(
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jbgsa tgctg
hh

Ö-
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=  

ha ȹh igen kicsi, azaz ȹh Ÿ 0, akkor Ŭ Ÿ j, teh§t 
as  Ÿ js  , azaz a fesz¿lts®g 

ir§nya a v²zszintessel j szºget z§r be. 

 

Teh§t  

),1(
2
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0

jb
g

sa tgctg
h

h

Ö-=
D
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azaz  

öö
÷

õ
ææ
ç
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tg

tgh
1

2
 

A jsv²zszintes ºsszetevŖje pedig: 

)
sin

(cos
2 b

j
j

g
s

tg

h
h -= . 

A s²k v²zszintessel bez§rt hajl§sszºg®nek, ɓ-nak h§rom k¿lºnleges ®rt®k®t vizsg§lva 

meg§llap²that·, hogy ha jb= , akkor 0=js , azaz szabad r®zsŤben megt§maszt§s 

n®lk¿l meg§ll a koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyag.  

Ha 090=b , akkor e s²kra hat· nyugalmi nyom§s ®rt®ke:  

2

g
sj

h
=  illetve j

g
s cos

2

h
h = . 

Ha 
2

450 j
b += , akkor a s²kra hat· nyugalmi nyom§s ®rt®ke: 

j

g
sj

sin1

1

2 +
Ö=

h
 illetve ö

÷

õ
æ
ç

å
-=

2
45

2

0 jg
s tg

h
h . 
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Aktív feszültségi állapot 

 

 

 

 

 

Az aktív feszültségi állapot kialakulása 

 

 

Nyugalomban levŖ, koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagot megt§maszt· f¿ggŖleges fal 

kism®rt®kŤ v²zszintes ir§ny¼ elmozdul§sa ï elbillen®se ï az anyagban expanzi·t 

okoz. A v²zszintes ir§nyban tºrt®nŖ t§mfalelmozdul§st az anyag mozg§sa fellazulva 

kºveti, mely az anyag belsej®nek egy adott pontja szempontj§b·l relat²ve k®t ir§ny¼ 

elmozdul§sk®nt jelentkezik. Az expanzi·t kºvetŖ elmozdul§s eredm®nyek®nt a 

nyugalmi nyom§s v²zszintes fesz¿lts®gkomponensei §ltal mobiliz§lt 

ny²r·fesz¿lts®gek hat§sa megszŤnik (felszakad). Az anyag belsej®ben a relat²ve k®t 

ir§ny¼ elmozdul§s a f¿ggŖleges ir§ny¼ ny²r·fesz¿lts®geket p§ros§val szak²tja fel, 

ez§ltal a f¿ggŖleges fesz¿lts®g hɔ-ra nºvekszik. Ezzel egyidejŤleg az anyag 

konszolid§ci·s mozg§sa is bekºvetkezik. 

 

14. §bra  Fesz¿lts®gi modell nyugalmi helyzetben 
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A 7. illetve 8. §bra f¿ggŖleges fesz¿lts®ge (nyugalmi helyzet) felbonthat· k®t azonos 

ir§ny¼ ®s nagys§g¼ fesz¿lts®gre (14. §bra). Az ²gy nyert fesz¿lts®gi modell 

v§ltoz§s§val magyar§zhat· a v²zszintes fel¿letŤ, koh®zi· n®lk¿li szemcs®s 

anyagokban az akt²v fesz¿lts®gi §llapot kialakul§sa. Az expanzi· hat§s§ra felszakadt 

ny²r·fesz¿lts®gek a 14. §bra fesz¿lts®gi modellj®t a 15. §bra szerintire v§ltoztatja.  

        

15.§bra  A fesz¿lts®gi modell v§ltoz§sa akt²v §llapotban 

 

A konszolid§ci·s mozg§s a legnagyobb fesz¿lts®gek, azaz a fesz¿lts®gek eredŖinek 

ir§ny§ban kºvetkezik be. A fesz¿lts®gp§rok eredŖinek ir§nya ï a 15. §br§b·l 

leolvashat· ï a v²zszintessel 
2

450 j
+  szºget ®s egym§ssal j-090  szºget z§rnak 

be. E fesz¿lts®gi §llapot a hat· (eredŖ) fesz¿lts®gi ir§nyokat tekintve teh§t 

megegyezik a Rankine-f®le akt²v fesz¿lts®gi §llapottal. A konszolid§ci·s mozg§st az 

1R  fesz¿lts®g ind²tja meg. E mozg§st az 1R  fesz¿lts®gre merŖleges 2R  fesz¿lts®g 

jtg -szerese csºkkenti, azaz az 1R  fesz¿lts®g ny²r·fesz¿lts®get mobiliz§l. A 

v²zszinteshez 
2

450 j
+  szºgben hajl· ir§nyban ®rv®nyes¿lŖ K fesz¿lts®g nagys§ga 

teh§t 

.21 jtgRRK Ö-=  

Az 1R  fesz¿lts®g k®t fesz¿lts®g. Az 1R  ®s 2R  fesz¿lts®g a 16. §bra fesz¿lts®gi vektor 

§br§ib·l kifejezhetŖ. 

 

Az 1R  fesz¿lts®g k®t fesz¿lts®g ºsszegek®nt jelentkezik, melynek erre az ir§nyra vett 

fesz¿lts®g-komponenseinek ºsszege (2R ) ®breszti a ny²r·fesz¿lts®get. 
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16. §bra  Az eredŖ fesz¿lts®g §ltal megind²tott mozg§s ny²r·fesz¿lts®get mobiliz§l 
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A K eredŖ fesz¿lts®g v²zszintes komponense: 
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A K eredŖ fesz¿lts®g f¿ggŖleges komponense vK .  
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A K eredŖ fesz¿lts®g 
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A K ®rt®k®t ºsszehasonl²tva a js  ®rt®k®vel ï mely 
2

gh
 - bel§that·, hogy a K 

nagyobb. Ez®rt expanzi· eset®n illetve a szemcs®s anyagot megt§maszt· fal 

jelentŖsebb elmozdul§sa eset®n az anyag mozg§si ir§nya a v²zszintessel 
2

450 j
+  

szºget z§r be.  

Az expanzi· kºvetkezt®ben teh§t a mozg§st elind²t· fesz¿lts®g a 17. §bra szerinti.  

                                 

                                      17. §bra  Akt²v §llapotban a mozg§st elind²t· fesz¿lts®g 
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A mozg§s a fesz¿lts®gek eredŖinek ir§ny§ban, teh§t a v²zszintessel 
2

450 j
+  szºget 

bez§r· ir§nyban val·sul meg. Az anyag teljes mennyis®g®ben mozog, azaz v®gtelen 

sok a v²zszinteshez 
2

450 j
+  szºgben hajl· cs¼sz·lap alakul ki.  

 

A K eredŖ fesz¿lts®g v²zszintes ºsszetevŖje xs , azaz 
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Függőleges támfalra ható nyomás 

 

 

 

Ha a v²zszintes felsz²nŤ koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagot val·s§gos s¼rl·d§sos 

f¿ggŖleges fal t§masztja meg ®s elmozdul§sa kºvetkezt®ben az anyagban expanzi· 

kºvetkezik be, a falra hat· fesz¿lts®gek a falon ®bredŖ s¼rl·d§s szºg®nek (ŭ) 

ismeret®ben meghat§rozhat·k: 

 

A falra ds  nagys§g¼ ®s a v²zszintessel ŭ szºget bez§r· fesz¿lts®g hat. E fesz¿lts®g 

dsin -szorosa csºkkenti a 
2

gh
 f¿ggŖleges fesz¿lts®getds

g
dsin

2
-

h
-ra. A 

f¿ggŖleges fesz¿lts®ggel egyenesen ar§nyos a v²zszintes fesz¿lts®g ºsszetevŖ: a 

dsdcos , ®ppen ¼gy, mint ahogy az anyag belsej®ben hat· fesz¿lts®gi modellben a 
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2

gh
 f¿ggŖleges ®s a j

g
cos

2

h
 v²zszintes fesz¿lts®gi ºsszetevŖ ar§nya §lland·. Teh§t 

az ar§nyp§r fel²rhat·: 

ds

ds
g

j
g

g

d

d

cos

sin
2
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2

2
-

=

Ö

h

h

h

. 

A ds  kifejezhetŖ: 

ö
÷

õ
æ
ç

å
ÖÖ-=Ö jdsj

gg
ds

g
dd cossincos

22
cos

2

hhh
, 

j
g

jdsds dd cos
2

cossincos
h
=ÖÖ+Ö , 

j
g

jddsd cos
2

)cossin(cos
h
=Ö+ , 

jdd

jg
sd

cossincos

cos

2 Ö+
Ö=

h
. 

A ds  v²zszintes ºsszetevŖje hs : 

dss dcos=h , 

jdd

djg
s

cossincos

coscos

2 Ö+

Ö
Ö=

h
h , 

jd

jg
s

cos1

cos

2 Ö+
Ö=

tg

h
h . 

 

A kapott eredm®ny megmutatja, ha a t§mfalon nem ®bredne s¼rl·d§s, ¼gy arra a 

nyugalmi nyom§s hatna; megford²tva: a nyugalmi nyom§s kialakul§sakor a t§mfalon 

nem ®bred s¼rl·d§s. Ezt a modellk²s®rletek tapasztalatai igazolj§k. 

 

Ha a t§mfalon ®bredŖ s¼rl·d§s megegyezne a szemcs®s anyag belsej®ben ®bredŖ 

s¼rl·d§ssal, azaz jd= , akkor a t§mfalra az az akt²v nyom§s hatna, amely az anyag 

belsej®ben is uralkodik akt²v fesz¿lts®gi §llapotban. Ha a d nem ®ri el a j ®rt®k®t, 

¼gy a t§mfal mellett §tmeneti ï a nyugalmi ®s akt²v nyom§s kºzºtti ï §llapot 

uralkodik. 

 



 - 37 - 

Sz§raz homokkal ï koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyaggal ï a m¼ltban tºbben v®geztek 

k²s®rleti m®r®seket az oldalnyom§s meghat§roz§s§ra. Pontoss§g ®s a modell m®rete 

szempontj§b·l Terzaghi 1929-ben elkezdett k²s®rletei emelkednek ki kºz¿l¿k, ahol a 

t§mfal 2,1 m®ter magas ®s 4,2 m®ter hossz¼ merev vasbetonszerkezet volt. A 

homokszekr®ny Ťrtartalma 37 3m  volt ®s a fal elmozdul§s§t 0,0025 mm 

pontoss§ggal m®rt®k. A k²s®rleti eredm®nyeket az al§bbiak szerint foglalhat·k ºssze: 

Am²g a t§mfal mozdulatlan volt, addig arra 
2

42,0
2

0

gh
E =  nagys§g¼ ®s v²zszintes 

ir§ny¼ nyugalmi nyom§s hatott. A falnak kism®rt®kŤ elmozdul§sakor az 

oldalnyom§s lecsºkkent, majd a t§mfal tov§bbi elmozdul§sa, elbillen®se 

kºvetkezt®ben az oldalnyom§s v²zszintes ºsszetevŖje 
2

29,0
2gh

 ®rt®k kºzel®ben 

§lland·sult, mikºzben a t§mfalon ®bredt s¼rl·d§s szºg®nek tangense 54,0=dtg  

®rt®k kºzel®ben mozgott. A homokban kialakult az expanzi·, a fellazul§s ®s a t®rsz²n 

a elmozdul· fal kºzel®ben les¿llyedt.  

 

A m®rt ®rt®kek j·l egyeznek az im®nt levezetett elm®leti k®pletekkel kapott 

eredm®nyekkel: 

- a nyugalmi nyom§s t®nyezŖje, 42,0=l  volt, 

2

cosj
l= , 

42,02cos Ö=j , 

085,32=j , mely sz§raz homokra jellemzŖ ®rt®k. 

- a s¼rl·d§sos t§mfalra hat· nyom§s v²zszintes fesz¿lts®gi ºsszetevŖje: 

jd

jg
s

cos1

cos

2 Ö+
Ö=

tg

h
h , 

a m®rt ®rt®k 84,0cos =j  ®s 54,0=dtg , 

84,054,01

84,0

2 Ö+
Ö=
g

s
h

h , 

2889,0Ö=gs hh , 

azaz a sz§m²tott 0,2889å0,29 kºr¿li m®rt ®rt®kkel igen j· egyez®st mutat. 
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Boltozatképződés szemcsés anyagokban 

 

 

 

 

 

A boltozatk®pzŖd®s jelens®ge a szemcs®s anyagok mechanik§j§nak egyik 

alapk®rd®se. A boltozat kialakul§s§nak elm®leti tiszt§z§sa lehetŖv® teszi az olyan 

kºzvetlen gyakorlati probl®ma megold§s§t, mint a szemcs®s anyagok ºmlesztett 

sil·s t§rol§s§t, illetve a biztons§gos kit§rol§st. A sil·k garataiban az anyag gyakran 

ºssze§ll, vagy boltozat k®pzŖdik, mely a gravit§ci·s kit§rol§st megakad§lyozza. 

 

 

 

A boltozat kialakulásának feltétele 

 

 

A boltozat kialakul§s§t minden esetben az anyag egy r®sz®nek elmozdul§sa v§ltja ki. 

Ez a mozg§s sz§rmazhat a konszolid§ci·b·l, tºmºrºd®sbŖl vagy p®ld§ul a garat 

alj§n levŖ zsilip kinyit§s§t kºvetŖ anyagmozg§sb·l. Az elmozdul§s kºvetkezt®ben az 

anyagban levŖ fesz¿lts®gek §trendezŖdnek ¼gy, hogy a helyben marad· 

megt§maszt· r®sz veszi §t az elmozdul· r®sz fesz¿lts®geinek egy r®sz®t is. Ha az ily 

m·don kialakult fesz¿lts®gek el®g nagyok ®s ir§nyuk is megfelelŖ, akkor az 

anyagban kialakul a boltozat, mely a tov§bbi elmozdul§st m§r megg§tolja. Az 

elmozdul§s boltozatkialak²t· hat§sa akkor ®rv®nyes¿l, ha az anyagnak elmozdul§sa 

sor§n fajlagos alakv§ltoz§st kell elszenvednie, azaz p®ld§ul szŤk¿lŖ 

keresztmetszeten kell §tjutnia. 
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Az elŖbbi megfontol§sok alapj§n a boltozat kialakul§s§nak kºvet®s®hez, 

kiindul§sk®nt egy v®gtelen hossz¼, szŤk¿lŖ keresztmetszetŤ szimmetrikus v§ly¼ 

v§laszthat·, melyben koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyag van (18. §bra). 

                         

18. §bra  A v§ly¼ m®retei 

 

Felt®telezz¿k, hogy az anyag t®rfogats¼lya (g) a m®lys®g f¿ggv®ny®ben nem 

v§ltozik ®s a betºlt®st kºvetŖen nem tºmºrºdik. A f¿ggŖlegeshez ɓ szºggel kifel® 

hajl· s²k ®s merev oldalfal¼ v§ly¼ b  sz®less®gŤ als· ny²l§s§t elmozd²that· fen®klap 

z§rja le. A v®gtelen hossz¼s§g felt®telez®se az eset s²kbeli vizsg§lat§t teszi lehetŖv®. 

A v§ly¼ fen®klapj§nak elv®tele ut§n az anyag elmozdul ï ki akar folyni ï ®s a 

szŤk¿lŖ keresztmetszet miatt fajlagos alakv§ltoz§st szenved, teh§t a modell biztos²tja 

a boltozat kialakul§s§nak elŖzŖkben v§zolt felt®teleit.  

 

Amennyiben a szemcs®s anyag nyugalmi helyzetben van ®s az oldalfalak merevek, 

az anyag belsej®ben kialakul a nyugalmi nyom§s, teh§t f¿ggŖleges ir§nyban hɔ ®s 

v²zszintes ir§nyban ɚhɔ, ahol ɚ a f¿ggŖleges ®s v²zszintes nyom§s h§nyadosa, azaz a 

nyugalmi nyom§s t®nyezŖje. 

 

A f¿ggŖlegeshez ɓ szºggel kifel® hajl· oldalfalra hat· fesz¿lts®gek, illetve a 

fesz¿lts®gek eredŖ ereje (E) nagys§g ®s ir§ny szerint a 19. §bra alapj§n 

meghat§rozhat·: 
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19. §bra  Szemcs®s anyaggal tºltºtt z§rt fen®klap¼ v§ly¼ erŖegyens¼lya 

 

0G  a f¿ggŖleges s²k ®s a ɓ szºggel kifel® hajl· oldalfal kºzºtti anyagr®sz s¼lya:  

,
2

2

0 b
g

tg
h

G =  

0E  a v²zszintes ir§ny¼ nyugalmi nyom§s eredŖ ereje: 

.
2

2

0

g
l

h
E =  

A vektorh§romszºgbŖl az eredŖ erŖ: 

.
2

22
2

bl
g

tg
h

E +=  

Az eredŖ erŖ v²zszintes s²kkal bez§rt hajl§sszºg®re fel²rhat·: 

,
0

0

E

G
tg =a  

azaz 

.
l

b
a

tg
tg =  

Amennyiben Ŭ ir§ny¼ erŖt,illetve fesz¿lts®geket az oldalfal a s¼rl·d§s miatt fel tud 

venni, akkor a fen®klapra csak f¿ggŖleges ir§ny¼ ®s hɔ nagys§g¼ fesz¿lts®gek 

hatnak. Ez akkor §ll fenn, ha ,dba +¢  ahol ŭ az oldalfalon, a fal ®s az anyag 

kºzºtt ®bredŖ s¼rl·d§s szºge. 

 

A v§ly¼ kifoly·ny²l§s§t elz§r· v²zszintes lap elv®tele ut§n az anyag belsej®ben 

ny²r§si s²kok alakulnak ki, tekintve, hogy a szŤk¿lŖ keresztmetszeten az anyag csak 
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ny²r§s ¼tj§n tud §tjutni. Ha dba +¢ , azaz a v²zszintes lapra kor§bban csak 

f¿ggŖleges fesz¿lts®gek hatottak, akkor a ny²r§s s²kja f¿ggŖleges lesz. Ugyanis az 

anyag azon a fel¿leten ny²r·dik el, melyhez a legkisebb erŖ sz¿ks®ges. A koh®zi· 

n®lk¿li szemcs®s anyag ny²r§s§hoz sz¿ks®ges erŖt a Coulomb egyenlet 

felhaszn§l§s§val a jstgAF n= ºsszef¿gg®s fejezi ki, ahol 

A Ƅ a ny²rt fel¿let, 

ns  Ƅ a ny²rt fel¿letre hat· merŖleges fesz¿lts®g, 

j Ƅ az anyag s¼rl·d§si szºge. 

 

A legkisebb ny²r·erŖ a f¿ggŖleges s²k elny²r§s§hoz sz¿ks®ges, mivel itt a legkisebb 

a ny²rt fel¿let ®s a v²zszintes ir§ny¼ fesz¿lts®gek is e s²kban a legkisebbek. (A 

v²zszintes fesz¿lts®gek mindig kisebbek, mint a f¿ggŖleges vagy kºzbensŖir§ny¼ak) 

Teh§t a ny²r§s s²kja a f¿ggŖleges. 

 

A v§ly¼ B ®s D pontj§b·l egy-egy f¿ggŖleges ir§ny¼ ny²r§si s²k akkor alakul ki, ha a 

b ny²l§s fºlºtti anyagr®sz s¼ly§b·l sz§rmaz· f¿ggŖleges ir§ny¼ erŖ megegyezik a k®t 

s²k ny²r§si erŖsz¿ks®glet®vel: 

,
2

2
2

j
g

lg tg
h

hb =ÖÖ
 

azaz      jl tghb Ö= . 

Ha a b m®ret ezen ®rt®kn®l nagyobb, akkor a jl tghÖ  sz®less®gŤ anyag egy tagban 

szakad ki ®s a v§ly¼ teljes b ny²l§s§ig a ï fell®pŖ ny²r·fesz¿lts®gek hat§s§ra ï 

mag§val ragadja a tºbbi anyagr®szt. 

 

Amennyiben a jl tghb Ö¢ , akkor csup§n k®t f¿ggŖleges ir§ny¼ ny²r§si fel¿let 

alakul ki a v§ly¼ kifoly·ny²l§s§t elz§r· lap elv®tele ut§n. Ekkor az anyag belsej®ben 

a ny²r§si s²kon ny²r§si fesz¿lts®gek ®brednek, melyet a gÖÖhb  f¿ggŖleges ir§ny¼ 

s¼lyerŖ h²v ®letre. A f¿ggŖleges F ny²r·erŖket a ny²r§si s²k ®s a v§ly¼ oldalfala 

kºzºtti anyagr®sz veszi fel, §tadva azt az oldalfalakra. Az oldalfal ezt a f¿ggŖleges 

ir§ny¼ plusz erŖt csak akkor k®pes marad®ktalanul felvenni, ha az eredŖ erŖ (BE ) 

nem l®p ki az oldalfalon ®bredŖ s¼rl·d§si szºgbŖl. 
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20. §bra  A v§ly¼ fen®klapj§nak elt§vol²t§sakor az erŖegyens¼ly 

 

A 20. §bra vektorpoligonj§n j·l l§that·, hogy az BE  eredŖ erŖ akkor nem l®p ki a ŭ 

s¼rl·d§si szºgbŖl, ha az oldalfal dŖl®sszºge ®s az ott ®bredŖ s¼rl·d§s el®g nagy, azaz 

dba +¢ . A vektor§br§b·l a hat§resetre fel²rhat· 
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0

E

GF
tg

+
=+db  

Az F ny²r·erŖ a ny²l§s feletti anyags¼ly fele, mivel k®t ny²r§si s²kra oszlik meg, 

teh§t  

,
2

gbh
F =  

tov§bb§    b
g

tg
h
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0 =  ®s .
2
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Behelyettes²tve F, 0G  ®s 0E  ®rt®keit a tg (ɓ+ŭ)-ra fel²rt ºsszef¿gg®sbe: 
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22)(
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g
l

b
gg
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h

tg
hbh

tg

+

=+ , 

egyszerŤs²tve:  
h

tghb
tg

l

b
db

Ö+
=+ )(  

teh§t, ha jl tghb Ö¢  , akkor a v§ly¼ als· ny²l§s§b·l kiindulva egy-egy ny²r§si s²k 

keletkezik ®s a kºzt¿k levŖ anyagr®sz s¼ly§t a ny²r·fesz¿lts®gek §thelyezŖd®se r®v®n 

az oldalfal akkor tudja felvenni, ha  

.)(
h

tghb
tg

l

b
db

Ö+
²+  
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Ebben az esetben az anyag nem tud kifolyni ®s a ny²l§s fºlºtt kialakul a boltozat. A 

jl tghb Ö¢  ®s a )( db+tg -ra kapott ºsszef¿gg®sbŖl a 
h

b
 viszony kifejezhetŖ: 

jl tg
h

b
Ö¢ , 

bdbl tgtg
h

b
-+Ö¢ )( . 

A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagban a boltozat kialakul§s§nak felt®tel®t e k®t 

egyenlŖs®g illetve egyenlŖtlens®g fogalmazza meg.  

 

A boltozat kialakul§s§nak eredŖ erŖkkel sz§molt megold§sa szerint az F ny²r·erŖ a 

nyugalmi helyzet E eredŖ erej®nek t§mad§spontj§t a v§ly¼ als· ny²l§sa fel® t®r²ti el. 

Az BE  helyzet®t az E ®s F erŖk hat§svonal§nak metsz®spontja hat§rozza meg. Az 

elt®r®s a ɓ szºg nºveked®s®vel §ll egyenes ar§nyban. A gyakorlati sz§m²t§sokn§l ez 

az elt®r®s figyelmen k²v¿l hagyhat·. Ugyanis a ɓ szºg jelentŖs nºvel®se eset®n a 

boltozat m§r kºzvetlen¿l az anyagra ®s nem az oldalfalra t§maszkodik (l§sd k®sŖbb).  

 

 

 

A kifolyás jellege 

 

 

Az elŖzŖekben levezetett boltozati felt®telekkel ®rtelmezhetŖ a v§ly¼b·l kifoly· 

szemcs®s anyag kifoly§s§nak jellege akkor, ha valamelyik felt®tel nincs teljes²tve. 

 

a) Ha dba +ð , azaz bdbl tgtg
h

b
-+Öð )( , akkor az oldalfal nem k®pes teljes 

eg®sz®ben felvenni a ny²r·fesz¿lts®gek §thelyezŖd®se miatt megv§ltozott eredŖ erŖt. 

Az E eredŖ erŖnek az oldalfallal p§rhuzamos szabad ºsszetevŖje az oldalfal ment®n 

megind²tja az anyag cs¼sz§s§t. A f¿ggŖleges ny²r§si s²k ®s az oldalfal kºzºtti 

anyagr®sz is megmozdul ®s tºmegfoly§s alakul ki (21/a. §bra). 
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21. §bra  Jellegzetes kifoly§sok:  a) tºmegkifoly§s;  b) alag¼tfoly§s 

 

b) Ha dba +à , azaz bdbl tgtg
h

b
-+Öà )( , de jl tghb Öð  illetve jl tg

h

b
Öð , 

akkor ugyan az oldalfal fel tudja venni az eredŖ erŖt, de a ny²l§s fºlºtti anyag 

s¼lyereje nagyobb, mint a kiszakad§st megg§tl· ny²r·erŖ, ez®rt a b sz®less®gŤ anyag 

f¿ggŖlegesen kifolyik, m²g a mellette levŖ anyagr®sz ï a f¿ggŖleges ny²r§si s²k ®s az 

oldalfal kºzºtti r®sz ï helyben marad, majd fel¿lrŖl folyik hozz§ a f¿ggŖlegesen 

mozg· anyagr®szhez. Kialakul az alag¼tfoly§s (21/b. §bra). 

 

Kºnnyen bel§that·, hogy a kifoly§s jelleg®t nem csup§n a v§ly¼ dŖl®sszºge ®s 

fals¼rl·d§sa hat§rozza meg, hanem az anyag ny²r§si ellen§ll§sa, s¼rl·d§si szºge, 

illetve nyom§sviszonyai is. Sil·kban megfigyelhetŖ, hogy egyes szemcs®s anyagok 

elŖszºr tºmegkifoly§ssal, majd k®sŖbb alag¼tkifoly§ssal ¿r¿lnek, bizony²tva azt, 

hogy a garatban uralkod· nyom§sviszonyok is befoly§solj§k ï b§r kisebb 

m®rt®kben, mint a garat dŖl®sszºge ®s s¼rl·d§sa ï a kifoly§s jelleg®t. B¼z§val ®s 

homokkal k¿lºnbºzŖ dŖl®sszºgŤ garatokkal v®gzett k²s®rleteinkn®l (egyazon 

garatn§l ®s anyagn§l) elŖszºr tºmegfoly§st, majd az ¿r²t®s folytat§sakor 

alag¼tfoly§st figyelhet¿nk meg. Az anyagkifoly§s jelleg®nek v§ltoz§sa az elŖre 

sz§m²tott magass§gi ®rt®kn®l kºvetkezett be. 
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A boltozat kialakulásának mechanizmusa 

 

 

A boltozat kialakul§s§nak felt®tele teh§t, hogy a v§ly¼ als· ny²l§sa fºlºtti anyag 

s¼lyereje kisebb legyen, mint a ny²r§si s²kokon ®bredŖ ny²r·erŖk ºsszege ®s az 

oldalfalakra hat· erŖket az oldalfalak a dŖl®sszºg¿k ®s fals¼rl·d§suk kºvetkezt®ben 

fel tudj§k venni. 

 

A v§ly¼ als· ny²l§s§t elz§r· lap elv®tele ut§n ®bredŖ ny²r·fesz¿lts®gek az oldalfalra 

helyezŖdnek §t, ®s az ott hat· fesz¿lts®gekkel ºsszegezŖdnek. Ezek az eredŖ 

fesz¿lts®gek alak²tj§k ki a boltozatot. A boltozati fel¿let ¼jabb 

fesz¿lts®g§trendezŖd®s eredm®nyek®nt jºn l®tre. 

    

22. §bra  A bolt²v fesz¿lts®g§trendezŖd®s kºvetkezt®ben alakul ki 

 

A v§ly¼ B ®s D ®le kºzºtt az eredŖ fesz¿lts®gek v²zszintes ºsszetevŖinek eloszl§sa a 

22/a. §bra szerinti. Azokon a helyeken, ahol a nyom·fesz¿lts®gek v²zszintes 

komponensei kev®snek bizonyulnak az anyag gravit§ci· elleni megt§maszt§s§ra ï a 

ny²r§si ellen§ll§sa kisebb, mint a gravit§ci·b·l sz§rmaz· s¼lyereje ï ott az anyag 

kipereg. A kiperg®s kºvetkezt®ben a fesz¿lts®gek §trendezŖdnek, feltehetŖen a 22/b. 

§bra szerint ¼gy, hogy elegendŖ nyom·fesz¿lts®g legyen az anyag megtart§s§hoz. A 

kiperg®s akkor szŤnik meg, ha a boltozati fel¿let minden pontj§n azonos, a kiperg®s 

szempontj§b·l kritikus nagys§g¼, v²zszintes ir§ny¼ fesz¿lts®gkomponensek hatnak. 

Az a t®ny, hogy a bolt²v minden pontj§n azonos nagys§g¼ v²zszintes 
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fesz¿lts®gkomponensnek kell hatnia, lehetŖv® teszi a bolt²v geometriai alakj§t le²r· 

egyenlet meghat§roz§s§t. 

 

 

A boltív geometriai egyenlete 

 

 

Ismeretes, hogy ha egyenletesen megoszl· terhel®s al§t§maszt§s§ra olyan 

m§sodfok¼ parabol§t haszn§lunk, melynek v®gpontj§ban csak tangenci§lis fesz¿lts®g 

®bred, akkor a parabola minden pontj§n csak parabola ir§ny¼ ®s azonos nagys§g¼ 

v²zszintes komponensŤ fesz¿lts®g ®bred. Az ilyen parabol§t hajl²t· nyomat®k nem 

terheli, mely sz¿ks®ges felt®tel. A hajl²t· nyomat®k h¼z§si ®s nyom§si fesz¿lts®geket 

®bresztene, melyet egy szil§rd test felvehet, de a koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyag 

h¼z·fesz¿lts®geket nem k®pes elviselni. 

A v§ly¼ B ®s D pontj§ban ɓ+ŭ ir§ny¼, azonos nagys§g¼ fesz¿lts®g hat, m²g a bolt²v 

felett kºzel egyenletesen megoszl· terhel®s nyugszik. A ɓ+ŭ ir§ny ®s a b 

ny²l§ssz®less®g a parabol§t egy®rtelmŤen meghat§rozza. A fenti tulajdons§gokkal 

rendelkezŖ parabola emelked®s®nek maximuma:  

)(
4

db+= tg
b

f . 

Az y koordin§tatengely a v§ly¼ ny²l§s§nak szimmetrias²kj§ban helyezkedve, az x 

tengely pedig a B ®s D pontokon §t fektetve (23. §bra) a parabola cs¼cspontja az y 

tengelyt C magass§gban metszi.  

                           

23. §bra  A bolt²v parabol§ja 
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Az y tengelyre szimmetrikus ®s lefel® fut· m§sodfok¼ parabola egyenlet®nek 

§ltal§nos alakja:  

CAxy +-= 2 , 

mivel f=C,    ²gy )(
4

db+= tg
b

C . 

A parabola egyenlet®nek az elsŖ differenci§lh§nyadosa 
2

b
x -=  helyen 

)(' db+=tgy  , teh§t CAxy +-= 2 ,  Axy 2' -=   ®s  
2

2)(
b

Atg =+db . 

A kifejezhetŖ:   )(
1

db+= tg
b

A   

 

A ®s C ®rt®k®t a parabola §ltal§nos egyenlet®be helyettes²tve:  

)(
4

)(
2

dbdb +++-= tg
b

tg
b

x
y , 

)(
4

2

db+öö
÷

õ
ææ
ç

å
-= tg

b

xb
y  

a   bolt²v   geometriai   egyenlet®t   kapjuk.   A   )( db+tg    a   boltozati   felt®telt 

megfogalmaz· egyenletbŖl behelyettes²thetŖ: 

h

tghb

b

xb
y

l

bÖ+
öö
÷

õ
ææ
ç

å
-=

2

4
. 

Van olyan eset, amikor a bolt²v a fenti egyenletben megadott alakn§l laposabb. Ez 

akkor kºvetkezik be, ha a v§ly¼ ɓ dŖl®sszºge nagy. Ekkor a bolt²v az anyag egy 

olyan s²kj§ra t§maszkodik, mely a f¿ggŖlegessel Ů szºget z§r be ®s Ů<ɓ. Az 

anyagban a s¼rl·d§s szºge j, teh§t a boltozati felt®telt megfogalmaz· ®s a 

geometriai alakot le²r· egyenletben a ɓ+ŭ ®rt®kei hely®be az je+  l®p:  

,)( ejel tgtg
h

b
-+Ö¢  

)(
4

2

je+öö
÷

õ
ææ
ç

å
-= tg

b

xb
y . 
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A bolt²v akkor t§maszkodik kºzvetlen¿l az anyagra, amikor je+  kisebb ɓ+ŭ-n§l. 

Ha a k®t boltozati felt®tel kºz¿l a 
h

b
 ar§nyt a bdbl tgtg -+Ö )(  egyenlet 

korl§tozza, a hat§reset azonos 
h

b
 ar§nyn§l §ll fenn  

.)()( ejelbdbl tgtgtgtg -+Ö=-+Ö  

A hat§resetre fel²rt fenti egyenlŖs®g csak bizonyos 
j

d

tg

tg
 ®rt®kek eset®n ad az Ů-ra 

megold§st, mert az egyenlet m§sodfok¼ ®s diszkrimin§nsa ŭ ®s j ar§ny§t·l f¿ggŖen 

negat²v lehet. Ha a diszkrimin§ns negat²v, akkor a bolt²v tov§bbra is a v§ly¼ 

oldalfal§ra t§maszkodik. Ha a diszkrimin§ns pozit²v, akkor a bolt²v geometriai 

alakj§t az  

)(
4

2

je+öö
÷

õ
ææ
ç

å
-= tg

b

xb
y  

egyenlet ²rja le. 

Ha a boltozati felt®telek kºz¿l a 
h

b
 ar§nyt a jl tgÖ  korl§tozza, akkor Ů szºg az 

al§bbi ºsszef¿gg®sbŖl sz§m²that·:  

ejeljl tgtgtg -+Ö=Ö )( . 

 

 

 

A garatméretezés elve 

 

 

Szemcs®s anyagokban a boltozat kialakul§s§nak felt®tel®t megfogalmaz· 

ºsszef¿gg®sek olyan garatok m®retez®s®t teszi lehetŖv®, melyekbŖl az anyag 

gravit§ci·s kifoly§sa biztos²that· ®s a garat helyig®nye a legkisebb. 

 

Amennyiben a boltozati felt®telek egyike nem teljes¿l, akkor a gravit§ci·s kiºml®s 

biztos²that·. Ha  

jl tg
h

b
Öð , 
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de    bdbl tgtg
h

b
-+Ö¢ )( , 

akkor a gravit§ci·s ¿r²t®s alag¼tfoly§ssal kºvetkezik be. Ha viszont  

bdbl tgtg
h

b
-+Öð )( , 

akkor az ¿r²t®s tºmegkifoly§s¼. 

 

A garatok m®retez®s®n®l §ltal§ban c®l a legkisebb kifoly·ny²l§s mellett a 

tºmegkifoly§s biztos²t§sa ¼gy, hogy a garat f¿ggŖleges m®rete a lehetŖ legkisebb 

legyen. A m®retez®s elvi menete kºr keresztmetszetŤ garatra az al§bbi. 

 

Kºrszelv®nyŤ garatokn§l a b ny²l§ssz®less®g helyett r sugar¼ kiºmlŖny²l§st kell 

alkalmazni, ²gy a 

j
g

lg tg
h

hb
2

2
2

Ö=ÖÖ  

egyenlet helyett ®rtelemszerŤen 

j
g

lpgp tg
h

rhr
2

2
2

2 ÖÖÖ=ÖÖÖ , 

²runk, melybŖl 

jl tg
h

r
Ö= . 

A garatm®retez®s elŖtt meg kell hat§rozni a szemcs®s anyag belsŖ s¼rl·d§si szºg®t, a 

garat fel¿let®n ®bredŖ s¼rl·d§si szºget ®s a t®rfogats¼lyt. A s¼rl·d§si szºgek 

ny²r·k²s®rletekkel hat§rozhat·k meg. A ny²r·dobozba tºltºtt anyagra adott norm§l 

terhel®sek feleljenek meg a garatban v§rhat· nyom§s®rt®keknek. A ŭ s¼rl·d§si szºg 

m®r®s®hez c®lszerŤ a garat anyag§b·l bet®tlemezt k®sz²teni a ny²r·dobozhoz. A 

ny²r·doboz ny²r§si s²kj§ba helyezett bet®tlemezre r§tºltj¿k a szemcs®s anyagot, ®s 

ny²r·k²s®rletekkel meghat§rozzuk a s¼rl·d§s szºg®t. Amennyiben a garatban az 

anyag huzamosabb ideig tart·zkodik, akkor ennek megfelelŖ reol·giai m®r®seket 

kell v®gezni: a mint§ra hat· norm§l terhel®sek idej®t v§ltoztatva v®gezz¿k el a 

ny²r§st. Az idŖ logaritmus§ban §br§zolt anyagjellemzŖk gºrb®inek tendenci§j§b·l j·l 

lehet kºvetkeztetni a huzamosabb t§rol§s sor§n v§rhat· anyagjellemzŖk ®rt®k®re. 

Amennyiben a szemcs®s anyag koh®zi·val is rendelkezik, illetve a tart·s t§rol§s 

sor§n koh®zi·t nyer, ¼gy a ny²r§si egyenes adott norm§l fesz¿lts®g®rt®k®hez az 
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orig·b·l h¼zott egyenes v²zszintes tengellyel bez§rt hajl§sszºge, mint a belsŖ ny²r§si 

ellen§ll§s szºge (effekt²v s¼rl·d§si szºg) vehetŖ figyelembe (l§sd k®sŖbb). 

               

24. §bra  Garatm®retez®si szerkeszt®s 

 

A garatm®retez®s elvi menete a kºvetkezŖ: 

1. Meghat§rozzuk a kritikus 
h

r
k =1  ®rt®k®t a jl tgÖ  seg²ts®g®vel, mely 

2

cosj
l= helyettes²t®s®vel: ;

2

sin
1

j
==

h

r
k  

2. A 24. §bra szerint felvessz¿k a garat szimmetriatengely®t ®s k¿lºnbºzŖ 
h

r
 

ar§ny¼ egyeneseket szerkeszt¿nk; 

3. A 1k  egyeneshez tartoz· 1b garat-dŖl®sszºg®t kisz§m²tjuk a 

bdbl tgtgk -+Ö= )(  ºsszef¿gg®sbŖl: 

d

ddldldl
b

tg

tgktgtgktgk
tgarc

Ö

Ö+Ö-Ö--°Ö--
Ö=

2

44)1(1 22

; 

4. A 1k  egyenes egy adott pontj§hoz felrajzoljuk a 1b szºget. (A garat felsŖ 

r®sz®n a tºmegkifoly§s 1b garat-dŖl®sszºg illetve enn®l meredekebb szºg 

alkalmaz§s§val biztos²that·.) 

5. A kritikus 1k  ®rt®kn®l kisebb 2k  ar§nyra sz§m²tjuk a 2b  szºg ®rt®k®t; 
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6. A 1k  egyenesen nyert metsz®spontra szerkesztj¿k a 2b  szºget ®s sz§r§t a 2k  

ar§nyvonalig h¼zzuk, majd a 2k  egyenesre felrajzoljuk a 3k  alapj§n sz§m²tott 3b  

szºget, majd a szerkeszt®st ®s sz§m²t§st folytatva egyenes szakaszokkal kºzel²tett 

gºrbe alkot·j¼ garatot nyer¿nk; 

7. Adott kifoly·ny²l§s m®rethez, vagy a garat felsŖ §tm®rŖj®hez a m®retar§nyt 

meghat§rozva m®rethelyes garatalakot nyer¿nk, melyrŖl a keresett m®retek 

leolvashat·k. 

 

A kedvezŖ kifoly§st biztos²t· garatprofil teh§t gºrbe. 

 

Ha a technol·giai neh®zs®gek egyenes alkot·j¼ garat megval·s²t§s§t indokolj§k, 

akkor a kifoly·ny²l§s m®ret®ben sz§m²tott dŖl®sszºg az ir§nyad·. Ha a 

tºmegkifoly§st·l eltekint¿nk, akkor a 1k  ar§ny helyett a garat dŖl®sszºge 

indifferens, csup§n az anyag term®szetes r®zsŤ-szºg®n®l kell meredekebbre 

v§lasztani. A gºrbe alkot·j¼ garat nagy elŖnye, hogy a be®p²t®si helyig®nye a lehetŖ 

legkisebb ®s meglevŖ garatokba bet®tk®nt is behelyezhetŖ, mellyel a kifoly§si 

neh®zs®gek hat§sosan jav²that·k.  

 

Gºrbe alkot·j¼ ï hiperbolikus ï garatok foly§sjav²t· elŖnyei ismertek, melyet a jelen 

elm®let alapj§n m®retezett garatok k²s®rletileg is igazoltak. 

 

 

 

Kísérleti eredmények 

 

 

Az elm®let kidolgoz§s§t kºvetŖen a t§roland· anyaghoz m®retezett k²s®rleti 

tart§lyokkal ®s garatokkal m®r®seket v®gezt¿nk. Kukoricadara anyag- ®s s¼rl·d§si 

jellemzŖire m®retezett garat fºlºtt 2 m®ter magas ®s 1 m®ter §tm®rŖjŤ anyagoszlop 

volt. ɓ=30Ü-os dŖl®sszºgŤ egyenes k¼pos garatn§l 150 mm §tm®rŖjŤ garatny²l§sig 

boltozat k®pzŖdºtt ®s a gravit§ci·s ¿r²t®st megg§tolta. Ugyanazon tart§lyn§l gºrbe 

alkot·j¼ garattal 100 mm §tm®rŖjŤ garatny²l§ssal ®s rºvidebb garat be®p²t®ssel 

biztons§gos kifoly§st kaptunk (25. §bra). 
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25. §bra  Gºrbe alkot·j¼ garat 

 

Elm®leti sz§m²t§sainkat a k²s®rleti m®r®sek kukoricadar§n k²v¿l nedves²tett homokra 

ï mint modellanyagra -, tov§bb§ mŤtr§gy§ra ®s kever®k takarm§nyokra, extrah§lt 

sz·jadar§ra, takarm§nym®szre, lucernalisztre egyar§nt igazolt§k. 
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Feszültségek a kohéziós szemcsés anyagokban 

 

 

 

 

 

 

A szemcs®s anyagok §ltal§ban a nedvess®gtartalomt·l f¿ggŖen kisebb-nagyobb 

koh®zi·val rendelkeznek. A koh®zi·s szemcs®s anyagok mechanikai viselked®sben 

sz§mottevŖ elt®r®st mutatnak a koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagokt·l, mely 

elk¿lºn¿lt t§rgyal§sukat indokolja. 

 

Koh®zi·s szemcs®s anyagnak tekinthetŖ az olyan nagysz§m¼, egym§ssal ®rintkezŖ 

szil§rd testek halmaza, ahol a szemcs®k ï mint a halmaz alkot· elemei - kºzºtti 

koh®zi·s erŖ kisebb, mint az egyes szemcs®ket ºsszetart· erŖ. Az anyagban 

®rv®nyes¿l Coulomb s¼rl·d§si tºrv®nye ®s az egyes szemcs®k a r§hat· erŖk mellett 

megtartj§k alakjukat. 

 

 

 

Oldalnyomás 

 

 

A koh®zi·s szemcs®s anyagok ny²r§si ellen§ll§sa Coulomb s¼rl·d§si tºrv®nye 

®rtelm®ben: 

ctgn +Ö= jst  

ºsszef¿gg®ssel ²rhat· le, ahol: 
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Ű = az anyag ny²r§si ellen§ll§sa; 

ns  = a ny²rt fel¿letre hat· norm§l fesz¿lts®g; 

j = az anyag s¼rl·d§si szºge; 

c = az anyag koh®zi·s ®rt®ke. 

A ny²r§si ellen§ll§s k®t r®szbŖl tevŖdik ºssze, a s¼rl·d§sb·l (mely f¿gg a ny²rt 

fel¿letre merŖlegesen hat· nyom§st·l) ®s a koh®zi·b·l (mely viszont f¿ggetlen a 

norm§l fesz¿lts®gtŖl). 

          

26. §bra  A F cs¼sz§si hat§rszºg ®s a Coulomb egyenes kapcsolata 

 

A Ű ï ns  kapcsolat line§ris (26. §bra), teh§t egyenest, az ¼gynevezett Coulomb 

egyenest jelen²ti meg. Az egyenesen fekvŖ pontok cs¼sz§si hat§r§llapotot, azaz 

hat§regyens¼lyi helyzetet jelentenek. Nyugalomban l®vŖ koh®zi·s szemcs®s anyag 

belsej®ben minden m®lys®ghez, azaz ºns¼lyb·l sz§rmaz· f¿ggŖleges ir§ny¼ hɔ 

nagys§g¼ fesz¿lts®g®rt®khez tartozik egy olyan hat§rszºg, ahol cs¼sz§si hat§r§llapot 

tal§lhat·. Ez a v²zszintessel bez§rt hajl§sszºg: ū, mely a Coulomb egyenes adott 

pontj§t ®s az orig·t ºsszekºtŖ egyenes v²zszintes tengellyel bez§rt szºge (26. §bra). 

A ū szºg a norm§l fesz¿lts®gtŖl, azaz a nyugalomban l®vŖ koh®zi·s szemcs®s anyag 

belsej®ben az ºns¼ly §ltal l®trehozott norm§l fesz¿lts®gtŖl f¿ggŖen v§ltozik. Teh§t a 

ū szºg a m®lys®g f¿ggv®nye is. A 26. §bra alapj§n a ū szºgre fel²rhat·:  

n

tg
s

t
=F  , 

mivel     ctgn +Ö= jst , 

®s      FÖ= cosgs hn , 
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²gy  

FÖ
+=F

cosg
j

h

c
tgtg . 

A ū szºg, teh§t f¿ggv®nye a s¼rl·d§si szºgnek, a koh®zi·s ®rt®knek, valamint a 

m®lys®g ®s t®rfogats¼ly szorzat§nak, ahol a kapcsolat m§r nem line§ris. Koh®zi·s 

anyag belsej®ben, teh§t a cs¼sz§si hat§r§llapothoz tartoz· fel¿let gºrbe, mely 

®rintŖj®nek ir§nytangense tg ū. A ū szºg tulajdonk®ppen nem m§s, mint a ny²r§si 

ellen§ll§s szºge, hasonl·an a koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyag jellemz®s®re haszn§lt 

s¼rl·d§si szºghºz. A ū szºg fizikai tartalma megegyezik a koh®zi· n®lk¿li szemcs®s 

anyagok j szºg®vel. (A m®lys®g f¿ggv®ny®ben v§ltoz· ū szºg c=0 eset®ben a 

konstans j-v® fajul.) 

 

A ū szºg figyelembev®tel®vel a koh®zi·s szemcs®s anyagokra is alkalmazhat· a 

koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagokra vonatkoz· II. ®s III. tºrv®ny: 

 

II.  Nyugalomban l®vŖ koh®zi·s szemcs®s anyagokban a f¿ggŖleges ir§ny¼ 

nyom·fesz¿lts®gek §ltal ®bresztett fesz¿lts®gek a f¿ggŖleges ir§nyt·l m®rt 

F-° 090  z·n§ban lefel® hatnak (ahol ū az anyag belsŖ ny²r§si ellen§ll§s§nak 

szºge). 

 

III.  Koh®zi·s szemcs®s anyag ºns¼lyb·l sz§rmaz· nyugalmi nyom§s ®rt®ke a 

m®lys®g ®s t®rfogats¼ly szorzat§nak fele ö
÷

õ
æ
ç

å

2

gh
 , ir§nya a v²zszintestŖl az anyag 

belsŖ ny²r§si ellen§ll§s§nak szºg®vel lefel® t®r el. A nyugalmi nyom§s v²zszintes 

ºsszetevŖje:  

.cos
2

F=
g

s
h

x  

A koh®zi·n®lk¿li szemcs®s anyag nyugalmi nyom§s§nak alkalmaz§s§t koh®zi·s 

szemcs®s anyagra az teszi lehetŖv®, hogy a szemcs®s anyagokban az ºns¼lyb·l 

sz§rmaz· f¿ggŖleges fesz¿lts®g ®s a v²zszintes fesz¿lts®gi ºsszetevŖk kºzºtti ar§ny 

csak az anyag fizikai jellemzŖitŖl, pontosabban az anyag ny²r§si ellen§ll§s§nak 

szºg®tŖl f¿gg. 
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Tekintettel arra, hogy a ū szºg a m®lys®g f¿ggv®ny®ben v§ltozik, ez®rt a cos ū 

kifejezhetŖ a 
FÖ

+=F
cosg

j
h

c
tgtg  ºsszef¿gg®sbŖl: 

,cossin
g

j
h

c
tg +FÖ=F  

g
j

h

c
tg +FÖ=F- coscos1 2 , 

01cos
2

coscos
22

2
222 =-+FÖ+FÖ+F

g
j

g
j

h

c
tg

h

c
tg  

1

1

cos
2

22

2
2

+

-+°-

=F
j

g
jj

g

tg

h

c
tgtg

h

c

, 

mivel  

j
j

2

2

cos

1
1 =+tg , 

²gy  

j
g

jjj
g

2

22

2

cos1coscossincos
h

c

h

c
-°Ö-=F , 

illetve  

[ ]jjg
g

j
sincos

cos
cos 2222 Ö-Ö-=F cch

h
. 

A cos ū-re nyert ºsszef¿gg®s a xs  k®pletbe helyettes²tve a nyugalmi nyom§s 

v²zszintes ºsszetevŖje:  

[ ]jjg
j

s sincos
2

cos 2222 Ö-Ö-= cchx . 

A v²zszintes xs  fesz¿lts®gkomponensek egy bizonyos 0h  m®lys®gig negat²v 

elŖjelŤek. 0h  m®lys®gben a xs  ®rt®ke 0. A xs=0 m®lys®ge kifejezhetŖ:  

0sincos
2

cos 2222

0 =
ùú
ø

éê
è Ö-Ö- jjg
j

cch , 

,sincos 222222

0 jjg Ö=Ö- cch  

( )jjg 22222

0 cossin +=ch  

g

c
h =0 . 
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0h  m®lys®gig a v²zszintes felsz²nŤ koh®zi·s szemcs®s anyag, teh§t a f¿ggŖleges 

falban megt§maszt§s n®lk¿l is meg§ll. 

A xs  v²zszintes fesz¿lts®gkomponensek 0h -t·l h m®lys®gig vett hat§rozott 

integr§lj§val nyerhetŖ a h magass§g¼ f¿ggŖleges t§mfalra hat· nyugalmi nyom§s 0E  

eredŖ erej®nek ®rt®ke (ha a t§mfalon nem ®bred s¼rl·d§s, mely a modellk²s®rletek 

szerint a nyugalom eredm®nyek®nt kºvetkezik be):  

ñ=
h

h

xdhE

0

0 s . 

Az integr§l§s eredm®nye:  

-ù
ú

ø
é
ê

è
Ö-Ö-=

h

h

ch
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h
E

0

cossin
2

coscos
4

2222

0 jjjgj

h

h

c

h

c
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0

1
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lncos
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3

2

ù
ù
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ø

é
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è
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j

g

j

g
j

g
 

Az ln-t tartalmaz· tag az 1-n®l kisebb cos j harmadik hatv§nya, valamint az ln 

ar§nylag kis ®rt®k®nek szorzata miatt elhagyhat·, ²gy  

öö
÷

õ
ææ
ç

å
-Ö-Ö-

Ö
º

g
jjjg

j c
h

c
ch

h
E 2cossin

4
cos

4

cos 2222

0 . 

Teh§t v²zszintes felsz²nŤ koh®zi·s szemcs®s anyag f¿ggŖleges t§mfalra hat· 

nyugalmi nyom§s§nak erdŖ ereje:  

ù
ú

ø
é
ê

è

öö
÷

õ
ææ
ç

å
--Ö-

Ö
= j

g
jg

j
sin2cos

4

cos 2
2222

0
h

c
cch

h
E . 

 

 

 

Szabad rézsű hajlásszöge 

 

 

A koh®zi·s szemcs®s anyagot jellemzŖ Coulomb-egyenes egy adott pontj§t ®s az 

orig·t ºsszekºtŖ egyenes ns  tengellyel bez§rt ū szºge ¼gy jellemzi az anyag 

ny²r·szil§rds§g§t az adott ns  norm§l fesz¿lts®ghez tartoz· m®lys®gben, mint ahogy 

a koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagot a j s¼rl·d§si szºg. A k¿lºnbs®g csup§n abban 
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§ll, hogy a koh®zi·s anyagban ez a szºg a ny²rt fel¿letre hat· norm§l fesz¿lts®gtŖl 

f¿ggŖen v§ltozik. A ū szºg tangense a m®lys®g f¿ggv®ny®ben az al§bbiak szerint 

fejezhetŖ ki: 

A kor§bban fel²rt 
FÖ

+=F
cosg

j
h

c
tgtg  ºsszef¿gg®sbŖl kiindulva ®s 

F+
=F

21

1
cos

tg
 helyettes²t®ssel 

g
j

h

tgc
tgtg

F+Ö
+=F

21
, 

amely ºsszef¿gg®sbŖl a tg ū kifejezhetŖ:  

( ) ( ) 02 2222222222 =--FÖ+F- ctghtgtghtghc jgjgg  

222

22222222

ch

chtghctgh
tg

-

-+°
=F

g

gjgjg
 

)(cos

cossin
222

222222

ch

chch
tg

-

Ö-Ö°Ö
=F

gj

jgjg
. 

Tekintettel arra, hogy a nyugalomban l®vŖ koh®zi·s szemcs®s anyagokban az 

ºns¼lyb·l sz§rmaz· fesz¿lts®gek ir§nya a v²zszintessel ū-n®l nagyobb szºget z§rnak 

be, ez®rt a szabad r®zsŤ legnagyobb hajl§sszºg®t az ºns¼lyb·l sz§rmaz· f¿ggŖleges 

ir§ny¼ fesz¿lts®gek §ltal kiv§ltott, a v²zszintessel ū szºget bez§r· azon fesz¿lts®gek 

hat§rozz§k meg, melyek m®g ®ppen nem l®pnek ki a r®zsŤ lapj§n.  

 

A koh®zi·s r®zsŤ a ny²r§si egyenesbŖl a kºvetkezŖk szerint (27. §bra) szerkeszthetŖ 

meg: 

A Coulomb-egyenes ny²r·k²s®rletek alapj§n tºrt®nt felv®tele ut§n megszerkesztj¿k a 

m®lys®g f¿ggv®ny®ben v§ltoz· ū szºget: a Coulomb-egyenes A pontj§nak megfelelŖ 

belsŖ ny²r§si ellen§ll§s szºge AF  . Az OAD h§romszºgben az OD oldalhossz¼s§g 

Ah FÖcosg , azaz az ºns¼lyb·l sz§rmaz· f¿ggŖleges fesz¿lts®g AF  ir§nyra 

merŖleges ºsszetevŖje. A h§romszºg OA §tfog·ja teh§t hɔ, ²gy az §tfog·t az O 

pontb·l kºrzŖny²l§sba v®ve az O pontb·l f¿ggŖlegesen lefel® kiindul· hɔ tengelyre 

leforgatva kapjuk az Aô pontot, ahov§ a AF  szºget §tm§soljuk. A Coulomb-

egyenesen felvett pontokhoz tartoz· ū szºgeket ily m·don a hɔ egyenesre 

szerkesztve megrajzolhat· a fesz¿lts®gi ir§nyok burkol·gºrb®je. Amennyiben a hɔ 
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tengelyen a beoszt§st ɔ-val osztjuk, akkor a v²zszintes fel¿letŤ koh®zi·s szemcs®s 

anyag legmeredekebb r®zsŤj®nek geometriai alakj§t nyerj¿k. 

 

27. §bra  Koh®zi·s r®zsŤ szerkeszt®se 

 

A koh®zi·s szemcs®s anyag 
g

c
 magass§gig megt§maszt§s n®lk¿l f¿ggŖleges falban 

meg§ll, m²g a m®lys®g nºveked®s®vel a ū szºg csºkken, ®s a j s¼rl·d§si szºghºz, 

mint hat§r®rt®khez tart. A legmeredekebb r®zsŤ alakja hiperbolikus jellegŤ. 

Amennyiben a legmeredekebb, de s²klap¼ r®zsŤ v²zszinteshez m®rt hajl§sszºg®nek 

meghat§roz§sa a feladat, akkor a v²zszinteshez ū szºgben hajl· fesz¿lts®gi ir§nyok 

burkol·gºrb®j®nek adott m®lys®ghez tartoz· pontj§t az O orig·val ºsszekºtŖ 

egyenes, mint a s²k r®zsŤlap v²zszintessel bez§rt ɓ szºge ny¼jtja a keresett 

legmeredekebb s²k r®zsŤ hajl§sszºg®t. A v²zszinteshez ū szºgben hajl· fesz¿lts®gi 

ir§nyok burkol·gºrb®j®t most fºlfel® ir§ny²tott h tengely seg²ts®g®vel 

megszerkesztve (28. §bra) az O orig·b·l kiindul·an egy k²v§nt ɓ szºg sz§ra §ltal a 

burkol·gºrb®n kimetszett pontj§hoz tartoz· magass§g ny¼jtja azt a r®zsŤmagass§got, 
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mely a ɓ r®zsŤszºgben s²k r®zsŤlap mellett a v²zszintes felsz²nŤ koh®zi·s szemcs®s 

anyag m®g megt§maszt§s n®lk¿l meg§ll. 

                         

28. §bra  A r®zsŤmagass§g ®s a r®zsŤszºg kºzºtti ºsszef¿gg®s 

 

A ū fesz¿lts®gi ir§nyok burkol·gºrb®je homor¼ jellegŤ (27. §bra). A r®zsŤ lapja 

lehet s²k (28. §bra), de dombor¼ is. A dombor¼s§g m®rt®ke annak f¿ggv®nye, hogy a 

r®zsŤ b§rmely pontj§n kereszt¿l fektetett f¿ggŖleges s²kban vizsg§lt, a m®lys®g 

f¿ggv®ny®ben v§ltoz·, a v²zszinteshez ū szºgben hajl· fesz¿lts®gi ir§nyok a r®zsŤ 

lapj§t ne metssz®k. Adott xh  magass§g¼ r®zsŤ dombor¼ burkol·gºrb®je a 29. §bra 

szerint szerkeszthetŖ meg:  

A homor¼ burkol·gºrb®t a 27. §br§n bemutatott m·dszerrel szerkesztj¿k. A xh  

magass§g¼ homor¼ r®zsŤ geometriai alakj§t a xh  pontb·l h¼zott v²zszintes §ltal a 

burkol·gºrb®bŖl kimetszett B pont ®s a 0h  O kºzºtti gºrbe ²rja le. A xh  

magass§ghoz tartoz· dombor¼ r®zsŤ az BOh0  gºrbe oly m·don tºrt®nŖ 

elforgat§s§val nyerhetŖ, hogy az O ®s B pont helyzete felcser®lŖdik. 

 

Szerkeszt®ssel kºnnyen igazolhat·, hogy dombor¼ r®zsŤ eset®n a talpponti B pont 

fesz¿lts®ggyŤjtŖ hely, ez®rt a dombor¼ r®zsŤ §ll®konys§ga kev®sb® biztos, mint a 

homor¼®. A szerkeszt®sbŖl ugyanakkor bel§that·, hogy az OB egyenes szakasz 
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v²zszinteshez m®rt hajl§sszºge egyben a xh  magass§ghoz tartoz· s²klap¼ r®zsŤ 

legnagyobb ɓ hajl§sszºge. 

                                    

29. §bra  Dombor¼ r®zsŤ szerkeszt®se 

 

A 29. §br§n a xh  magass§ghoz tartoz· homor¼ ®s dombor¼ hat§rhelyzetŤ szabad 

r®zsŤ geometriai gºrb®i kºzºtt vonalk§zott r®szben a r®zsŤ lapj§nak geometriai 

alakja ¼gy v§laszthat·, hogy az OB szakasz felett ï folytonos gºrb®t felt®telezve ï 

dombor¼, m²g alatta homor¼ jelleget mutasson. Tºrtvonal¼ r®zsŤ eset®n a m®lys®g 

f¿ggv®ny®ben v§ltoz· ū ir§ny¼ fesz¿lts®gekre a vizsg§latot el kell v®gezni, hogy a 

fesz¿lts®gi ir§nyok a r®zsŤ lapj§t ne metssz®k. 

 

Dombor¼ hat§rhelyzetŤ r®zsŤ kialakul§s§val akkor sz§molhatunk, ha az anyagot 

megt§maszt· p®ld§ul f¿ggŖleges falat ·vatosan f¿ggŖlegesen lefel® mozgatva 

t§vol²tjuk el, m²g homor¼ hat§rhelyzetŤ r®zsŤ a fal f¿ggŖlegesen felfel® ir§nyul· 

elt§vol²t§s§val nyerhetŖ. 
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Aktív feszültségi állapot 

 

 

A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyag belsej®ben az akt²v nyom§s v²zszintes 

ºsszetevŖj®t  

ö
÷

õ
æ
ç

å
-=

2
45

2

0 jg
s tg

h
x  

ºsszef¿gg®s fejezi ki. Koh®zi·s szemcs®s anyagban az akt²v fesz¿lts®g v²zszintes 

ºsszetevŖj®re - a ū ®s a koh®zi· n®lk¿li anyagra vonatkoz· j anal·gi§ja alapj§n, 

mely kis s¼rl·d§si szºgŤ ®s kis koh®zi·j¼ szemcs®s anyagban ar§nylag kis 

m®lys®gben m§r bekºvetkezik ï fel²rhat·:  

ö
÷

õ
æ
ç

å F
-=

2
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2

0tg
h

x

g
s , 

azaz  

F

F-
=

cos

sin1

2

g
s

h
x . 

A sinū ®s cosū ®rt®ke Coulomb-egyenesbŖl nyert ºsszef¿gg®s seg²ts®g®vel 

fejezhetŖ ki:  

FÖ
+=F

cosg
j

h

c
tgtg , 

g
j

h

c
tg +FÖ=F cossin , 

jgj tgh

c

tg Ö
-

F
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A sinū ®s cosū ®rt®keit a xs  -re fel²rt ºsszef¿gg®sbe helyettes²tve:  

ch

ctghh
tg

h
x

-FÖ

-FÖÖ-
=
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2 g

jgg
j

g
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A cosū-re a Coulomb-egyenesbŖl levezethetŖ volt:  

[ ]jjg
g

j
sincos

cos
cos 2222 Ö-Ö-=F cch

h
. 

A cosū ®rt®k®t a xs  ºsszef¿gg®sbe helyettes²tve nyerhetŖ egy adott m®lys®gben az 

anyag belsej®ben ®bredŖ akt²v nyom§s v²zszintes fesz¿lts®gi ºsszetevŖje:  

ù
ù

ú

ø

é
é

ê

è
-

Ö--

-
= j

jjg

g

j

g
s sin

sincoscos2 2222 cch

chh
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Amennyiben a koh®zi·s szemcs®s anyagban az akt²v fesz¿lts®gi §llapotot f¿ggŖleges 

®s s¼rl·d§sos t§mfal elmozdul§sa ï elbillen®se- hozza l®tre, akkor a t§mfal ®s az 

anyag kºzºtt ®bredŖ s¼rl·d§s a t§mfalra hat· fesz¿lts®gek ir§ny§t ®s nagys§g§t 

m·dos²tja. 

 

A koh®zi·s szemcs®s anyag ®s a fal kºzºtt ®bredŖ s¼rl·d§s §ltal§nos esetben a 

fel¿letre hat· norm§l fesz¿lts®gtŖl f¿ggŖ dtg  s¼rl·d§si t®nyezŖbŖl ®s az att·l 

f¿ggetlen a  adh®zi·b·l tevŖdik ºssze, mely Coulomb s¼rl·d§si tºrv®nye ®rtelm®ben 

a 30. §bra szerinti. 

         

30. §bra  A koh®zi·s szemcs®s anyag ®s a fal kºzºtt ®bredŖ s¼rl·d§s 

 

Egy adott ns  norm§l fesz¿lts®g mellett a s¼rl·d§si szºge y. A ytg  a 30. §bra 

alapj§n kifejezhetŖ:  

n

tg
s

t
y= , 
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n

a
tgtg

s
dy += . 

A koh®zi·s szemcs®s anyagban a ū ir§ny¼ fesz¿lts®geket az ºns¼lyb·l sz§rmaz· 

f¿ggŖleges fesz¿lts®gek hozz§k l®tre.  

         

                                31. §bra  Koh®zi·s fesz¿lts®gi modell 

 

A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagokra fel§ll²tott fesz¿lts®gi modellt a koh®zi·s 

anyagra alkalmazva j szºg helyett ū-t haszn§lva (31. §bra) ï fel²rhat· a f¿ggŖleges 

®s v²zszintes fesz¿lts®gi ºsszetevŖk kºzºtti ar§nyoss§gi kapcsolat:  

F

=
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g
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s
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h
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x

y
. 

S¼rl·d§sos t§mfal mellett a koh®zi·s szemcs®s anyag f¿ggŖleges fesz¿lts®g-

ºsszetevŖinek egy r®sze a t§mfalra helyezŖdik §t, a t§mfalon s¼lyerŖ-felv®tel val·sul 

meg. Ha a t§mfalra ys  a v²zszintessel y szºget bez§r· fesz¿lts®g hat, akkor a 

t§mfal ysysin  f¿ggŖleges ir§ny¼ fesz¿lts®get vesz fel az anyagb·l, azaz a t§mfal 

melletti anyagr®sz f¿ggŖleges fesz¿lts®g®t ysysin -vel csºkkenti. Ezzel ar§nyosan 

csºkken a t§mfalra hat· v²zszintes fesz¿lts®gi ºsszetevŖ is. A t§mfalra pedig 

ysy cos  nagys§g¼ v²zszintes fesz¿lts®gkomponens hat. A f¿ggŖleges ®s v²zszintes 

fesz¿lts®gi ºsszetevŖk kºzºtti ar§ny alapj§n fel²rhat·:  
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A ys  kifejezhetŖ:  
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A ys  v²zszintes ºsszetevŖje hs :  
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A ytg -re fel²rt ºsszef¿gg®sben f¿ggŖleges t§mfal eset®n hn ss = , ²gy  
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A hs  kifejezhetŖ:  
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A koh®zi·s szemcs®s anyag s¼rl·d§sos t§mfalra hat· akt²v nyom§sa teh§t kisebb, 

mint a nyugalmi nyom§sa. A t§mfalon ®bredŖ adh®zi· eset®n a v²zszintes fesz¿lts®g-

komponensek:  

FÖ+

FÖ

cos1

cos

dtg

a
 

®rt®kkel csºkkennek az adh®zi· n®lk¿li t§mfalhoz viszony²tva. Koh®zi·s szemcs®s 

anyag elbillenŖ t§mfalra hat· akt²v nyom·erej®nek v²zszintes hE  ºsszetevŖje a hs  

hat§rozott integr§lj§val sz§m²that·, ahol az integr§l§s als· hat§ra 0=hs  felt®telbŖl 

ad·dik:  
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Az egyenlŖs®g fenn§ll, ha 090=F , mely 
g

c
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Teh§t az integr§l§s als· hat§ra 0h , de 0h -ra a 
g

c
, illetve 

g

a2
 kºz¿l a nagyobb ®rt®k 

veendŖ figyelembe.  
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ahol Fcos  szint®n a h f¿ggv®nye is. 
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Összefoglalás 

 

 

 

 

 

A szemcs®s anyag alapvetŖ fizikai tulajdons§gai l®nyegesen elt®rnek a k®miailag 

azonos, de szil§rd, foly®kony, vagy g§znemŤ §llapot¼ anyag®t·l, ez®rt k¿lºn 

halmaz§llapotk®nti meghat§roz§s§t indokolja. 

 

Az ide§lis szemcs®s anyag ï hasonl·an a tºk®letes g§z, ide§lis folyad®k ®s krist§lyos 

szil§rd anyag fogalm§hoz ï a koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyag. 

 

A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagok fizikai-mechanikai alaptºrv®nyei az al§bbiak: 

 

I. Koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagokban csak nyom·- ®s 

ny²r·fesz¿lts®gek ®bredhetnek. 

II.  Nyugalomban levŖ, koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagokban a f¿ggŖleges 

ir§ny¼ nyom·fesz¿lts®gek §ltal ®bresztett fesz¿lts®gek a f¿ggŖleges ir§nyt·l 

m®rt j-° 090  z·n§ban lefel® hatnak. (j az anyag s¼rl·d§si szºge.) 

III.  A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyag ºns¼ly§b·l sz§rmaz· oldalnyom§s 

®rt®ke a m®lys®g (h) ®s t®rfogats¼ly (ɔ) szorzat§nak fele (
2

gh
), ir§nya a 

v²zszintestŖl az anyagban ®bredŖ s¼rl·d§si szºggel lefel® t®r el, ha a felsz²n 

v²zszintes ®s az adott m®lys®g felett az anyag a v²zszintessel j szºget bez§r· 

teret egyenletesen kitºlti. 
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IV.  A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagok mindaddig megtartj§k az Ŗket 

jellemzŖ fizikai-mechanikai tºrv®nyeket, am²g alkot· elemeik, a szemcs®k, 

megŖrzik relat²v nyugalmukat. Amint a szemcs®k relat²v mozg§sba ker¿lnek ï 

egym§ssal ¿tkºznek -, a szemcs®s anyagok a folyad®kok fizikai-mechanikai 

tºrv®nyei szerint viselkednek. 

 

A koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagok fizikai-mechanikai tºrv®nyei statisztikai 

jelleggel ®rv®nyes¿lnek, mert maga az anyag k¿lºnbºzŖ szemcs®k sokas§g§b·l §ll. 

 

A szemcs®s anyagokban a fesz¿lts®gek ï egy adott fel¿letre sz§m²tott §tlagerŖk ï 

vektori§lisan felbonthat·k, illetve ºsszegezhetŖk. 

 

A nyugalmi nyom§s t®nyezŖje:   
2

cosj
l= . 

 

Koh®zi· n®lk¿li szemcs®s anyagban a v²zszintessel b szºget bez§r· ®s a halmaz 

fel® dŖlŖ s²kban az oldalnyom§s öö
÷

õ
ææ
ç

å
-=
b

jg
sj

tg

tgh
1

2
 ®s ir§nya a v²zszintessel j 

szºget z§r be. 

 

Expanzi· kºvetkezt®ben elŖ§ll· akt²v fesz¿lts®gi §llapotban a mozg§s a v²zszintessel 

2
450 j
+  ir§nyban val·sul meg. 

 

F¿ggŖleges s¼rl·d§sos t§mfalra hat· nyom§s v²zszintes ºsszetevŖje 

jd

jg
s

cos1

cos

2 Ö+
Ö=

tg

h
h , ahol d a t§mfal ®s az anyag kºzºtt ®bredŖ s¼rl·d§s szºge. 

 

A boltozat kialakul§s§nak felt®tel®t egy v§ly¼ban k®t egyenlŖs®g egyidejŤ fenn§ll§sa 

fogalmazza meg: 

jl tg
h

b
Ö¢ , 

( ) bdbl tgtg
h

b
-+Ö¢ , 
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ahol: 

b a v§ly¼ kifoly· ny²l§s§nak m®rete, 

h  a v§ly¼ magass§ga, 

l  a nyugalmi nyom§s t®nyezŖje, 

b  a v§ly¼ dŖl®sszºge a f¿ggŖlegeshez m®rve, 

d  a v§ly¼ ®s az anyag kºzºtt ®bredŖ s¼rl·d§s szºge. 

 

A v§ly¼b·l a kifoly§s tºrt®nhet tºmegfoly§ssal, ha dba +ð , azaz 

( ) bdbl tgtg
h

b
-+Öð . Alag¼tfoly§s akkor kºvetkezik be, ha dba +à , azaz 

( ) bdbl tgtg
h

b
-+Öà , de jl tghb Öð . 

 

A bolt²v geometriai egyenlete 
h

tghb

b

xb
y

l

bÖ+
öö
÷

õ
ææ
ç

å
-=

2

4
, illetve 

( )je+öö
÷

õ
ææ
ç

å
-= tg

b

xb
y

2

4
, ha a boltozat a f¿ggŖlegeshez m®rt e szºgben hajl· s²kban 

az anyagra t§maszkodik. Az e szºg sz§m²that·. 

 

A boltozat kialakul§s§nak felt®telei ismeret®ben foly§sbiztos garatok m®retezhetŖk. 

A m®retez®s menet®t jelen munka bemutatja. E m®retez®si elj§r§ssal kapott gºrbe 

alkot·j¼ garattal v®gzett k²s®rletek az elm®leti sz§m²t§sok helyess®g®t igazolt§k. 

 

Nyugalomban l®vŖ koh®zi·s szemcs®s anyagban a f¿ggŖleges ir§ny¼ 

nyom·fesz¿lts®gek §ltal ®bresztett fesz¿lts®gek a f¿ggŖleges ir§nyt·l m®rt 

F-° 090  z·n§ban lefel® hatnak (ahol F az anyag belsŖ ny²r§si ellen§ll§s§nak 

szºge). 

Koh®zi·s szemcs®s anyag ºns¼lyb·l sz§rmaz· nyugalmi nyom§s ®rt®ke a m®lys®g ®s 

t®rfogats¼ly szorzat§nak feleö
÷

õ
æ
ç

å

2

gh
, ir§nya a v²zszintestŖl az anyag belsŖ ny²r§si 

ellen§ll§s§nak szºg®vel lefel® t®r el. A nyugalmi nyom§s v²zszintes fesz¿lts®g-

ºsszetevŖje:  
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F= cos
2

g
s

h
x , 

illetve  

[ ]jjg
j

s sincos
2

cos 2222 Ö-Ö-= cchx , 

ahol a c a koh®zi·s ®rt®k. 

 

V²zszintes felsz²nŤ koh®zi·s szemcs®s anyag f¿ggŖleges t§mfalra hat· nyugalmi 

nyom§s§nak eredŖ ereje: 

ù
ú

ø
é
ê

è

öö
÷

õ
ææ
ç

å
--Ö-

Ö
= j

g
jg

j
sin2cos

4

cos 2
2222

0
h

c
cch

h
E . 

 

Koh®zi·s szemcs®s anyag f¿ggŖleges falban megt§maszt§s n®lk¿l  

g

c
h =0  

magass§gig §ll®kony. A legmeredekebb r®zsŤ szerkeszt®s®nek alapelve, hogy az 

ºns¼ly §ltal ®bresztett F ir§ny¼ fesz¿lts®gek a r®zsŤ lapj§t ®rints®k. Koh®zi·s r®zsŤ 

szerkeszt®s®nek menete jelen munk§ban megtal§lhat·. 

 

Koh®zi·s szemcs®s anyag ŭ s¼rl·d§si szºggel ®s a adh®zi·s t®nyezŖvel rendelkezŖ 

f¿ggŖleges t§mfalra hat· akt²v nyom§s§nak v²zszintes fesz¿lts®g-ºsszetevŖje:  

FÖ+

-
Ö
F

=
cos1

2

2

cos

d

g
s

tg

ah
h , 

ahol  

[ ]jjg
g

j
sincos

cos
cos 2222 Ö-Ö-=F cch

h
. 
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